Knabe,  Karl  August  Fürchtegott 

Die  Formen  des  indirecten 
Beweises 


DIE  TOMEN 

DES  INDIRECTEN  BEWEISES 


BESONDERER  RÜCKSICHT 


ANWENDUNG  IN  DER  MATHEMATIK. 


INAUGURAL-DISSRRTATION 

ZUR 

ERLANGUNG  DES  DOCTORGRADES 

DEK  PUILOSÖPniSCnEi\  FACÜITÄT  DER  ÜMVEKSITÄT  LEIPZIG. 
VORGELEGT 

VON 

KARL  AUGUST  FÜRCHTEGOTT  KNABE. 


^-^■^/f^V^ 


CASSEL  1885. 

DRUCK     VON     F  R  I  E  D  R.     SCHEEL. 


K(,2 


M- 


1    ^-    -  •■>^- 


1^]  i  n  1  e  i  t  u  n  g. 


u 


nter  einer  Beweisfülirniio-  versteht  man  bekanntlich 
diejenige  logische  Thätigkeit,  Avelche  die  allgemeine  Gewissheit 
oder  Evidenz  eines  Satzes  darlegt,  d.  h.  welche  die  Denk- 
notwendigkeit eines  Gedankens  znm  ßewusstsein  bringt.  Von 
einem  Beweisverfahren  kann  aber  nur  insoweit  die  Rede 
sein,  als  es  unmittelbar  anschauliche  Sätze  giebt,  denn 
dasselbe  stützt  die  Notwendigkeit  eines  Urteils  auf  andre 
Sätze,  die  wiederum  durch  andre  bewiesen  werden.  Somit 
müssen  wir  „zuletzt  auf  gewisse  Sätze  geraten,  welche  die 
Formen  und  Gesetze  und  daher  die  Bedingungen  alles  Denkens 
und  Erkennens  ausdrücken ,  aus  deren  Anwendung  mithin 
alles  Denken  und  Erkennen  besteht."  ') 

Die  erste  Aufgabe  eines  jeden  Beweises  besteht  nun 
darin,  dass  die  Thatsachen,'  auf  welche  sich  der  Beweis 
stützt,  also  das  Beweismaterial,  herbeigeschafft  werden.  Ist 
dies  vorhanden,  so  sucht  man  dasselbe  so  zu  ordnen,  dass 
der  zu  beweisende  Satz  als  notwendige  Folgerung  hieraus 
hervorgeht.  Auf  diese  Weise  entsteht  der  directe  Beweis. 
Dieser  ist  daher .  wenn  wir  der  zutreÖ'endeu  Erklärung 
Drobisch's  ^)  folgen ,  eine  Verbindung  von  Schlüssen,  deren 
Vordersätze  die  Beweisgründe  und  die  aus  ihnen  zunächst 
gezogenen  Folgerungen,  und  deren  Schlusssatz  das  zu  Er- 
weisende ist.     Der  directe  Beweis  sucht  daher  die  Giltigkeit 


')  Schopenhauer:     Über    die    vierfache   Wurzel    des   Satzes    vom 
zureichenden  Grunde.     3.  Auflage.     S.  23. 

-}  Drobisch:  Neue  Darstellung  der  Logik  etc.  §.  115. 


des  Demonstrandums  ans  giltigen  Beweisgründen  abzuleiten, 
welche  nicht  allein  zeigen,  dass,  sondern  auch,  warum  sie 
statt  hat.  In  welcher  Weise  der  einzelne  directe  Beweis 
niui  weiter  verfährt,  um  zu  seinem  Resultate  zu  gelangen, 
kann  hier  nicht  erörtert  werden;  es  genüge  nur,  besonders 
auf  die  eingehenden  Untersuchungen  von  Lotze  ')  und  Wundt'-) 
hinzuweisen. 

§   1- 

Wesen  und  Anwendung  des  indirecten  Beweises. 

Das  indirecte  Beweisverfahren  tritt  dann  in  kraft,  wenn 
es  nicht  möglich  ist,  Beweismaterial  zu  sammeln  und  in  der 
Weise  anzuordnen,  dass  der  Schlusssatz  daraus  als  logische 
Folgerung  hervorgeht ;  denn  in  diesem  Falle  muss  die  Be- 
hauptung aus  der  Ablehnung  aller  andern  Möglichkeiten 
abgeleitet  werden.  Während  also  der  directe  Beweis  von 
der  Voraussetzung  mit  Hilfe  giltiger  Sätze  zur  Behauptung 
gelangt,  geschieht  die  indirecte  Beweisführung  dadurch,  dass 
sie  jede  andre  der  einander  ausschliessenden  möglichen 
Annahmen  setzt  und  zeigt,  dass  sich  hieraus  Folgen  ergeben, 
die  entweder  mit  der  Voraussetzung  oder  mit  Axiomen  oder 
endlich  mit  schon  erwiesenen  Lehrsätzen  in  Widerspruch 
stehen.  Sie  setzt  also  zunächst  das  contradictorische  Gegen- 
teil des  Demonstrandums  als  Hypothese  und  erweist,  dass 
dies  nicht  giltig  sein  kann,  weil  es  zu  Widersprüchen  führt. 
So  begrenzen  die  indirecten  Beweise,  während  die  directen 
erzeugen.  ^)  Diese  lassen  die  Denknotwendigkeit  entstehen, 
während  jene  sie  durch  Ausschliessung  feststellen.  Die 
indirecten  Beweise  laufen  auf  Unvereinbarkeiten  hinaus,  wie 
solche  z.  B.  in  der  Unmöglichkeit  liegt,  das  Ganze  kleiner 
als  den  Teil  vorzustellen;  es  würde  dem  Begriffe  des  Ganzen 


1)  Lotze:   Loj^ik,  drei  Büclier  vom  Denken  etc.     S.  263  ff. 

2)  Wundt:  Logik,  IL  Bd.  S.  60—68. 

3)  Trendelenburg:  Logische  Untei'suchungeo.    o.  Auflage.   H.  I5d. 
S.  352. 


widersprechen ,  dasselbe  als  Teil  seines  Teiles  voraus- 
zusetzen. ') 

Sie  basieren  also  auf  dem  logischen  Satze  vom  Grunde 
und  zwar  auf  dem  zweiten  Teile  desselben  in  der  Fassung, 
wie  ihn  Professor  Wundt ')  gegeben  hat:  „Mit  dem  Grunde 
ist  die  Folge  gegeben,  und  mit  der  Folge  ist  der  Grund  auf- 
gehoben," während  den  ersten  Teil  dieses  Prineips  die  directen 
Beweise  zum  Fundamente  haben.  Denn  sehen  wir,  duss 
eine  Folge  auf  Unvereinbarkeiten  stösst,  also  aufgehoben 
werden  muss,  so  müssen  wir  zugleich  den  Grund  aufheben; 
dieser  ist  aber  bei  den  indirecten  Beweisen  die  Hypothese 
des  contradictorischen  Gegenteils,  welches  somit  durch  die 
Beseitigung  seiner  Folge  ebenfalls  beseitigt  wird. 

Die  Form  des  indirecten  Beweises  ist  hiernach  die 
folgende:  Es  wird  behauptet,  dass  Ä  gleich  B  ist.  Zum 
Beweise   nehmen    wir    an,    dass  Ä    nicht    B    ist,    so    ist    es 

entweder    C    oder    D    oder Nun    folgt    aber    aus 

Axiomen    oder    als    richtig    erkannten    Theoremen,    dass    der 

Satz :  Ä  ist  (7,   ^-1  ist  D, je    auf  einen  Widerspruch 

führt.  Daher  kann  Ä  weder  C,  noch  D,  noch  ....  sein, 
und  mithin ,  wird  geschlossen ,  kann  Ä  nicht  non  -  B  sein, 
woraus  folgt:  A  ist  B,  q.e.d. 

Wie  man  unmittelbar  einsieht,  ist  an  der  Strenge  dieses 
allgemeinen  Schema's  nichts  auszusetzen ,  vorausgesetzt 
natürlich,  dass  unter  B,  C,  D,  .  .  .  .  wirklich  alle  Prädicate 
einbegriffen  sind,  die  dem  Subject  A  beigelegt  werden  können. 
Treffen    dann    die    einander    ausschliessenden  Möglichkeiten: 

Ä  ist  C,  ^  ist  D, nicht  zu,  so  folgt  notwendig  modo 

tollente :  A  ist  B.  Und  in  der  That  finden  wir  auch  diese 
Beweisart  in  den  verschiedensten  Wissensgebieten  ange- 
wendet. So  bieten  uns  die  Geschichte,  Sprachforschung, 
Naturwissenschaft,  besonders  aber  die  Metaphysik  und  die 
Mathematik  zahlreiche  Beispiele  dar. 


1)  Dühring:  Natürliche  Dialectik.     S.  26. 

2)  Wundt:  A.  a.  0.     I.  Bd.    S.  516. 
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Es  sei  gestattet,  nur  an  einigen  derselben  das  häufige 
Vorkommen  des  indirecten  Beweises  zu  zeigen. 

Die  Geschichte  beweist  z.  B.,  dass  eine  Teihiahme  Si- 
frids  des  Schwepffermann's  an  der  Schlacht  bei  Mühldorf' 
in  der  von  der  Tradition  überlieferten  Weise  nicht  anzu- 
nehmen ist,  wie  folgt :  ')  Es  ist  bekannt,  wie  Ludwig  der 
Baier  alle  seine  Anhänger  nach  der  Schlacht  bei  Mühldorf 
mit  freigebigen  Händen  belohnte,  ja  es  wird  uns  urkundlich 
eine  grosse  Anzahl  von  Rittern  und  Herren  genannt,  die 
oft  für  teilweise  nur  geringen  Dienst  von  ihm  reichlich  be- 
lohnt wurden.  Aber  es  ist  keine  Urkunde  aufgefunden 
worden,  welche  ähnliches  über  Sifried  meldete,  dem  doch 
Ludwig  Sieg,  Ruhm  und  Ehre,  ja  seine  Krone  zu  verdanken 
gehabt  hätte.  Der  Schluss  ist  also  folgender:  Sifrid  hat  an 
der  Schlacht  bei  Mühldorf  nicht  teilgenommen.  Denn  ange- 
nommen, er  hätte  sich  beteiligt,  so  müsste  Ludwig  auch  ihn, 
wie  alle  andern,  und  zwar  ganz  besonders,  belohnt  haben. 
Hiervon  wird  uns  aber  in  allen  Urkunden,  die  darüber  handeln, 
nichts  gemeldet ;  also  muss  unsre  Annahme  unrichtig  sein, 
und  demnach  hat  Sifrid  nicht  teilgenommen,  q.e.d. 

Wie  in  der  Sijrachforschung  der  indirecte  Beweis  ver- 
wandt werden  kann,  zeigt  G.  Curtius,  '^)  indem  er  die  Lehre 
widerlegt,  dass  alle  Casus  urs2)rünglich  räumliche  Verhältnisse 
bezeichneten  und  von  da  aus  erst  allmählich  zur  Bezeichnung 
der  geistigeren  gelangten.  Er  schliesst:  Angenommen,  die 
Sprache  hätte  „in  der  That  die  Handlung  des  Verbums  als 
eine  vom  Subjecte  aus  dem  Objecte  zustrebende  Bewegung 
aufgefasst,  so  müsste  nicht  bloss,  wie  Viele  annehmen,  das 
Wohin  dieser  Bewegung  den  Anlass  zum  Objectscasus, 
sondern  offenbar  auch  das  Woher  den  Anlass  zum  Subjects- 
casus  gebildet  haben,  und  so  bliebe  eigentlich  für  die  übrigen 
Casus  nur  ein  einziges  räumliches  Verhältnis,  das  Wo,  übrig. 


1)  Forschungen  zur  deutschen  Geschichte,  III.  Bd.    S.  84. 

2)  Erläuterungen  zu  meiner  griechischen  Schulgrammatik.   2.  Auf- 
lage.   S.  160. 


Cüiisequent  durchgeführt  also  milsste  diese  Annahme  dahin 
führen,  dass  der  Nominativ  mit  dem  Abhitiv,  und  falls  man 
den  Genitiv  als  den  Doppelgäng-er  nies  Ablativs  nimmt,  mit 
diesem  identisch  wäre.  Wer  a])er  wird  das  zu  behanpten 
sich  o-etrauen?"  Somit  ist  also  die  Annahme  ad  absurdum 
geführt. 

In  der  Ph3'sik  tritt  nns  ferner  beispielsweise  der  apa- 
gogische  Beweisgang  entgegen  ))ei  dem  Nachweise  der  Exi- 
stenzmöglichkeit  eines  nnendlich  feinen  Äthers  (des  Licht- 
äthers) ,  welcher  in  die  von  der  ponderabeln  Materie 
gelassenen  Ränme  eindringend  alle  Körper  erfüllt:  Die 
Planeten  bewegen  sich  seit  Jahrtausenden  in  immer  denselben 
Bahnen  nm  die  Sonne  und  legen  diese  Bahnen  in  immer 
derselben  Zeit  zurück.  Daraus  müssen  wir  schliessen,  dass 
sie  sich  in  einem  Räume  bewegen ,  der  ihrer  Bewegung 
keinen  Widerstand  entgegensetzt.  Denn,  argumentiert  man,  ^) 
bewegten  sie  sich  in  einem  widerstehenden  Mittel,  so  würde 
dieses  ihre  tangentiale  Geschwindigkeit  verringern.  Dies 
würde  aber  eine  Annäherung  der  Planeten  an  den  anziehenden 
Mittelpunct  zur  Folge  haben  müssen.  Die  Abstände  der 
Planeten  von  der  Sonne  müssten  also  allmählich  kleiner 
werden  und  damit  die  Umlaufszeiten  der  Planeten  abnehmen. 
Dies  steht  jedoch  mit  dem  Thatbestand  in  Widerspruch, 
mithin  ist  unsre  Hypothese  falsch,  hieraus  folgt  aber,  dass 
der  Äther  den  Planeten  keinen  Widerstand  in  ihrer  Be- 
wegung entgegensetzen  kann,  daher  im  Verhältnis  zu  den 
Planeten  unendlich  fein  sein  muss.  So  geschieht  auch  der 
Nachweis  der  Thesen  und  Antithesen,  die  sich  in  Bezug  auf 
die  sechs  Axiome  der  Ph)^sik  im  Laufe  der  Zeit  gebildet 
haben,  meist  auf  indirectem  Wege.  '^) 

Li  der  Philosophie  und  zwar  speciell  in  der  Meta- 
physik, finden  wir  die  apagogische  Beweisart  häufig  vor. 
So  treten  uns  in  der  alten  Philosophie  besonders  die  Eleaten 


1)  Wüllner :  Lehrbuch  der  Experimentalphysik.     II.  Bd.    S.  43. 

2)  Wundt:  Die  physikalischen  Axiome  etc. 


entgegen  und  unter  ihnen  Zeno,  ')  der  seine  vier  Beweise 
gegen  die  Realität  der  Bewegung  indirect  geführt  hat.  Auf 
dieselbe  Weise  stützt  dfer  Sophist  Gorgias '•^)  seine  Haupt- 
sätze: „Es  ist  Nichts"  und  „Wenn  etwas  wäre,  würde  es 
unerkennbar  sein."  Auch  in  Aristoteles'  Philosophie  ist  der 
indirecte  Beweis  vertreten.  In  seiner  Metaphysik^)  lehrt  er 
z.  B.  „Die  Gottheit  ist  nicht  materiell."  Denn  gesetzt,  sie 
wäre  materiell,  so  müsste  sie  auch  eine  Grösse  haben  und 
begrenzt  sein.  Ein  Begrenztes  kann  nun  aber  keine  Be- 
wegung ausführen ;  da  dies  jedoch  von  der  Gottheit  geschieht 
(sie  ist  ja  das  nQtoTor  xiiovi) ,  so  kann  sie  eben  keine 
Materie  sein. 

In  der  neueren  Philosophie  ist  es  hauptsächlich  Spinoza, 
der  von  dem  Gedanken  ausgehend,  alle  seine  Sätze  nach  der 
geometrischen  (d.  h.  synthetischen)  Methode  zu  beweisen, 
vielfach  den  apagogischen  Beweis  gebraucht,  sei  es  nun, 
weil  er  keinen  directen  zu  liefern  imstande  war,  oder  sei  es, 
weil  er  grade  den  indirecten  für  den  geeignetsten  hielt. 
Um  zu  zeigen,  dass  Gott  unveränderlich  ist,  setzt  er'')  zu- 
nächst, dass  Gott  veränderlich  wäre ;  dann  aber  könnte  er 
nicht  teilweise,  sondern  müsste  nach  seinem  ganzen  Wesen 
verändert  werden.  Dies  widerspricht  aber  dem  Satze,  dass 
das  Wesen  Gottes  notwendig  da  ist.  Mithin  war  unsre 
Annahme  falsch,  folglich  ist  Gott  unveränderlich.  In  seinem 
Hauptwerke  ^)  beweist  Spinoza  eine  grosse  Zahl  seiner  haupt- 
sächlichsten Lehren  indirect.  Auch  Kant'')  hat  den  apa- 
gogischen Beweis  mehrfach  benutzt,  das  klassischte  Beispiel 


1)  Simplic.  zu  Arist.  Pbys.  fol.  30. 

2)  Sext.  Emp.  adv.  Math.  VII,  55  ff. 
8)  Aristoteles:  Mctaphys.     XII,  6. 

■*)  Spinoza:  Principien  der  Cartesiauischen  Philosophie.  Lehr- 
satz 18. 

5)  Spinoza:  Ethik.  I.  Lehrsatz  5,  8,  11,  12,  13,  25,  37  etc. 

'■')  Z.  B.  metajjh.  Anfangsgründe  der  Naturwissenschaft.  Lehrsatz 
6,  8  etc. 


liefern  uns    seine  vier  Antinomieen,  ')    in    denen  Thesis    wie 
Antithesis  indirect  bewiesen  werden. 

Vor  allem  aber  finden  wir  die  indirectc  Beweisart  in 
der  Mathematik  angewendet  und  zwar  in  der  altern,  wie 
uns  z.  B.  ein  Blick  in  die  Elemente  des  Euklid  lehrt.  In 
der  neueren  ist  sie  dagegen  seltner  geworden,  wolil  besonders 
aus  dem  Grunde,  weil  man  mehr  und  mehr  die  Demonstrations- 
methode Euklid's  verlassen  hat  und  auf  analytischem  Wege 
fortschreitet. 

Wenn  in  der  folgenden  Untersuchung  in  der  Haupt- 
sache auf  die  Anwendung  des  indirecten  Beweisganges  in 
der  Mathematik  eingegangen  wird,  so  dürfte  dies  aus  dem 
Grunde  gerechtfertigt  erscheinen ,  weil  gerade  in  dieser 
Wissenschaft  das  Beweisverfahren  am  deutlichsten  ausge- 
prägt und  daher  einer  Untersuchung  am  besten  zugängig  ist, 
sodass  in  ihr  die  characteristischen  Hauptarten  des  indirecten 
Beweises  genau  und  deutlich  hervortreten. 

Bevor  wir  jedoch  in  die  Erörterung  über  die  eigent- 
lichen Formen  des  inrlirecten  Beweises  eintreten,  erscheint 
es  angezeigt,  gewisser  besondrer  Beweise  zu  gedenken,  die 
vielfach  als  indirecte  angesehen  werden.  Es  sind  dies  zwei 
Arten  des  Inductionsbeweises ,  die  man  als  Beweise  durch 
Veranschaulichung  und  als  solche  durch  Beispiele  bezeichnen 
kann.  Ein  Beweis  der  ersteren  Art  liegt  z.  B.  vor,  wenn 
man    auf    folgende    Weise    zeigt .    dass    der   Grenzwert    des 

Quotienten für   x  =  0    gleich  1   ist:     Man    construiert 

X  - 

einen  Kreissector  mit   dem   Radius    1    und    dem    Winkel  x, 

dessen  Inhalt  demnach  a  =  -— -  ist.       Fällt     man    nun    von 

dem  Endpuncte  des  einen  Radius  auf  den  andern  eine  Senk- 
rechte und  errichtet  in  dem  Endpuncte   des  zweiten  ein  Lot 


1)  Kant:     Kritik    dei-    i-einen  Vernunft,    hersgeg.    von  Kehrbach. 
S.  355  ff. 
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Hilf  (leinselben ,    so    entstehen    zwei   rechtwinklige    Dreiecke 
d  und  J,  deren  Inhalt  sein  wird: 

.         cos  X  .  sin X       ,     ,         tax 
(J  = und  z/  =      -^ 


Q  -7 


Für  jedes  x  gilt  nun  offenbar: 

J  <   (T  ^  ^  d.  h.  aber 

cosa;  .  sinx      ^     x     ^    tax         ,      .,,  . 

<   — --   <  -^- —  und  mithin 


2  =2=2 

ic        ^       1 

cos  a; 


s^w  X   —   cos  X 
Hieraus  folgt  sofort : 

1  sin  X    -^ 

>  >   cos  X. 


cos  X   — '       X 

Wenn  nun  x  =  0  wird,  so  erhält  den  Werth  1,  ferner 

cos  X 

cosx  denselben  Werth  1,  sodass  gilt: 

1  >  (?^)     >  1, 

=  \    a;    A-  =  o  = 
woraus  sich  ergiebt:       [  ]  =    1. 

Durch    Beispiele    beweist    man    dagegen    die    Convergenz 
der  geometrischen  Reihe 

S  =   i  -{-  X  ^  X-  -]-  x"^  -\-  x'  -^ 

für  —   1    <  X  <   -\-   l  .    indem    man    in  die  Summenformel 

]  x" 

S,i   — für    X    bestimmte ,     obiger    Bedint>-ung    ent- 

1  —  X  '  .       o 

sprechende ,  Zahlenbeispiele  einsetzt  und  n  dann  unendlich 
wachsen  lässt.  So  beweist  auch  Euklid  ' )  den  Satz ,  dass 
der  Centriwinkel  doppelt  so  gross  ist  als  der  auf  gleichem 
Bogen  stehende  Peripheriewinkel ,  indem  er  seine  Richtig- 
keit an  zwei  zweckmässig  gewählten  Beispielen  darthut. 
Ferner  wird  auch  das  Commutationsprincip  der  Addition 
unmittelbar  aus  der  Anschauung  einer  l)eliebigen,  aber  end- 

')  Euklid:  Elemente.     Buch  111.     Satz  20. 
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liclion    Anzahl    von    Einheiten,    welche    die    iSnmnie    bihlen, 
erkannt  '). 

Diese  Art  von  Beweisen  gehört  aber,  wie  schon  er- 
wähnt, logisch  nicht  zu  den  indirecten .  da  sie  ja  nicht  als 
Ziel  den  Nachweis  der  Ungiltigkeit  von  der  Behauptung 
widerstreitenden  Annahmen  haben.  Dagegen  hängt  mit  ihnen 
eine  andre  Beweisform  zusammen,  welche  hauptsächlich 
in  der  Mechanik  Anwendung  gefunden  hat:  Das  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  wird  vielfach  so  bewiesen,  dass  man  von 
dem  Falle  zweier  gleichen  Kräfte  ausgeht. '-')  Man  argumen- 
tiert dann :  Es  ist  kein  Grund  vorhanden ,  warum  die  resul- 
tierende Kraft  mehr  der  Richtung  der  einen  als  derjenigen 
der  andern  folgen  solle,  daher  muss  von  ihr  der  Winkel 
zwischen  beiden  Richtungen  halbiert  werden.  Auch  hier  unter- 
sucht man  also  das  Gegenteil  von  dem ,  was  der  Satz  aus- 
sagt, aber  nicht  so,  dass  man  dies  als  Hypothese  aufstellt 
und  in  seine  Folgen  entwickelt,  sondern  indem  man  regressiv 
nach  einem  Grunde  für  die  Notwendigkeit  dieser  Hypothese 
sucht:  da  sich  jedoch  ein  solcher  nicht  ausfindig  machen 
lässt,  so  wird  sie  damit  wieder  fallen  gelassen. 

Diese  Art  von  Beweisen  ist  daher,  da  sie  ja  auch  von 
der  Annahme  des  Gegenteils  vom  Demonstrandum  ausgeht, 
den  indirecten  verwandt,  kann  indessen  nicht  zu  ihnen  ge- 
rechnet werden,  weil  sie  der  syllogistischen  Formen  entbehrt. 
Dühring  '^)  untersucht  dies  von  ihm  sogenannte  Princip  des 
fehlenden  Grundes  und  kommt  zu  dem  Resultate,  dass  die 
Berufung  auf  dasselbe  meist  unbestimmt  und  täuschend  aus- 
fällt. Nur  die  blosse  Bestreitung,  in  welcher  kein  affir- 
matives Element  ist,  braucht  sich  und  kann  sich  nach  ihm 
in  der  Regel  nicht  anders  als  durch  die  Berufung  auf  das 
Princip  des  fehlenden  Grundes  begründen  und  muss  so  den 
Gegner  beweispflichtig  machen.     Eine  neue  Ansicht  dagegen 


1)  Harnack:    Elemente  d.  Differential-  u.  Integral-Rechnung.  S.  2. 

2)  Westphal:      über    die    Beweise    für    das    Parallelogramm    der 
Kräfte.     In.-Diss.     Göttingen. 

3)  Dühring:  natürliche  Dialectik.     S.  95.  fl:'. 
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hat  sich  zu  beweisen,  d.  h.  allgemein  eine  über  die  unmittel- 
bar geo-ebenen  Bestandteile  des  Vorstellens  hinausgehende 
Behauptung  hat  nötigende  Gründe  beizubringen  und  kann 
sich  nicht  darauf  berufen,  dass  für  eine  andre  Möglichkeit 
keine  Gründe  aufzufinden  gewesen  sind.  Somit  sind  diese 
Argumentationen  als  Beweise  zu  verwerfen,  sie  sind  nur 
Erläuterungen  und  Veranschaulichungen.  So  nennt  sie  daher 
auch  Kunze,  *)  der  uns  ein  mathematisches  Beispiel  hierzu 
liefert,  indem  er  den  Satz:  „Die  Parallele  zu  einer  Graden 
ist  selbst  eine  Grade"  durch  folgende  Bemerkung  erklärt: 
Da  eine  Senkrechte  stets  unter  demselben  Winkel  (=  R) 
auf  einer  Richtlinie  fortschreitet,  mithin  an  keiner  Stelle 
eine  Drehung  erleidet,  so  haben  alle  Puncte  der  ersteren 
eine  völlig  tibereinstimmende  Bewegung,  und  es  ist  deshalb 
gar  kein  Grund  vorhanden,  anzunehmen,  der  eine  Endpunct 
derselben  beschreibe  eine  andre  Linie,  als  der  andre,  welcher 
eine  Grade  durchläuft. 

Einen  ähnlichen  Schluss  bietet  uns  endlich  auch  folgen- 
des Raisonnement  dar:'-^)  „Der  Raum  ist  eine  notwendige 
Vorstellung  a  priori ,  die  allen  äusseren  Anschauungen  zum 
Grunde  liegt.  Man  kann  sich  niemals  eine  Vorstellung  davon 
machen,  dass  kein  Raum  sei,  ob  man  sich  gleich  ganz 
wohl  denken  kann,  dass  keine  Gegenstände  darin  angetroffen 
werden." 

§•   2- 

Die  verschiedenen  Formen  des  indirecten  Beweises. 

Erinnern  wir  uns  an  das  in  i^.  1  aufgestellte  Schema 
des  indirecten  Beweises,  wo,  um  die  Behauptung:  A  ist  B 
nachzuweisen,  von  der  Annahme:  A  ist  non  -  B  ausgegangen 
wird,  so  ist  zunächst  wohl  zuzugeben,^)  dass  der  sogenannte 


1)  Kunze:  Lehrbuch  der  Geometrie.     1.  Hd.     §.  53. 

'•i)  Kant:  Kr.  d.  r.  V.  hrg.  v.  Kehrbach.     S.  51. 

•*)  liorelius:  über  den  Satz  dea  Widerspruchs  etc.  S.  26. 
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Begriff  non-B  völlig'  leer  ist  und  ferner  auch,  dass  derselbe, 
wie  er  vielfach  gebraucht  wird,  noch  dabei  unentschieden 
lässt,  ob  darunter  alles,  was  nicht  mit  B  genau  identisch 
ist,  oder  nur  alle  dem  Begriffe  B  conträr  entgegengesetzte 
Bestimmtheiten  einbegriffen  werden  sollen.  Die  reine  Ver- 
neinung non  -  B  eines  Begriffs  B  ist  jedoch  immer  sein 
contradictorisches  Gegenteil,  sie  bedeutet  daher  nichts  Andres, 
als  das  Leugnen  oder  die  Abwesenheit  von  B.  Nun  wird 
sich  aber  dies  non-B  in  vielen  Fällen  in  eine  Anzahl,  das 
non  -  B  völlig  umfassender,  Begriffe  entwickeln  lassen.  Diese 
Entwicklung  wird  verschiedene  andre  Möglichkeiten,  die 
ausser  der  zu  beweisenden  dem  Subjecte  im  gegebenen  Falle 
beigelegt  werden  können,  liefern,  und  demgemäss  wird  der 
indirecte  Beweis  verscliiedene  ünterformen  bilden,  je  nachdem 

1.  eine  bestimmte  Anzahl  von  Möglichkeiten  dem 
Subjecte  im  vorliegenden  Falle  zugesprochen  werden 
kann, 

2.  nur  zwei  vorhanden  sind,  die  im  Verhältnis  des 
contradictorischen  Gegenteils  zu  einander  stehn, 

3.  wenn  die  vorhandenen  Möglichkeiten  in  einem 
conträren  Verhältnis  zu  einander  stehen. 

Die  hierdurch  definierten  drei  Formen  des  indirecten 
BeAveises  werden  am  zweckmässigsten  genannt:  *) 

1.  der  indirecte  Beweis  durch  Disjunction  oder  die 
disjunctive  Form  des  indirecten  Beweises, 

2.  der  indirecte  Beweis  durch  das  contradictorische 
Gegenteil  oder  die  contradictorische  Form, 

3.  der  indirecte  Beweis  durch  das  conträre  Gegenteil 
oder  die  conträre  Form. 

Gewöhnlich  pflegt  man  den  indirecten  Beweis  auch  den 
apagogischen  zu  nennen,  während  anderweitig  speciell  die 
zweite  Form  als  apagogische  bezeichnet  wurde.  Stets  aber 
sind  nur  die  ersten  beiden  Arten  aufgestellt  worden,  während 
die  dritte  übersehen  wurde. 


1)  Wundt:  Logik.    IL  Bd.    S.  68. 
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Um  die  Berechtigung  dieser  Dreiteilung  des  indirecten 
Beweises  ans  Licht  zn  stellen,  mögen  einige  Beispiele  hier 
Platz  finden.  Nach  der  ersten  Art  werden  in  der  Mathematik 
z.  B.  alle  diejenigen  Sätze  bewiesen,  in  denen  indirect  ge- 
zeigt werden  soll ,  dass  eine  Grösse  Ä  einer  andern  Grösse 
7/  gleich  ist.  Dies  giebt  die  sogenannte  Exhaustions- 
niethode  der  Alten  (nach  Lotze :  Beweis  durch  Eingrenzung), 
welche  eben  in  dem  Falle  vorliegt,  dass  die  Gleichheit 
zweier  Grösseii  dadurch  nachgewiesen  wird ,  dass  die  eine 
weder  grösser  noch  kleiner  als  die  andre  ist.  Ein  solcher 
Beweis  ist  der  folgende^):  „In  gleichen  Kreisen  sind  die 
auf  gleichen  Bogen  stehenden  Centriwinkel  einander  gleich." 
Angenommen,  die  beiden  Centriwinkel  ;'  und  ;',  wären  nicht 
einander  gleich ,  so  können  nur  die  beiden  M()glichkeiten 
eintreten  JS,  r  >  2^  j',  und  2i  y  <  ;'i  ;  hiermit  ist  die  Dis- 
junction  völlig  erschöpft.  Erweist  sich  nun,  dass  beide 
Annahmen  auf  Unvereinbarkeiten  mit  richtigen  Sätzen  oder 
mit  der  Voraussetzung  stossen,  so  folgt  notwendig,  dass  sie 
unrichtig  sind ,  dass  mithin  nur  2i  y  =  2^  ;'|  gelten  kann. 
Diesen  Weg  schlägt  auch  unser  Beweis  ein:  Denn  gesetzt 
y  >  yi  ,  so  Hesse  sich  an  den  Scheitelpunct  des  Winkels  ;' 
eine  Grade  so  anlegen,  dass  der  durch  diese  Linie  und  den 
beibehaltenen  Schenkel  entstehende  Winkel  c  =  /,  wäre. 
Dann  müsste  aber  nach  dem  vorhergehenden  Satze:  „Li 
gleichen  Kreisen  stehen  gleiche  Centriwinkel  auf  gleichen 
Bogen **  der  zu  2^  c  gehörige  Bogen  gleich  dem  zu  y^  ge- 
lu'irigen,  folglich  nach  der  Voraussetzung  der  erstere  auch 
dem  zu  ;'  gehörigen  Kreisbogen  gleich  sein.  Da  jener  aber 
nur  ein  Teil  dieses  ist,  ist  dies  Resultat  unmöglich. 
Ahnlicli  zeigt  inan  dann ,  dass  A,  y  auch  nicht  kleiner  als 
2^.  /,  sein  kann,  woraus,  da  sämtliche  andere  Möglichkeiten 
bei  der  Grüssenvero-leichuno-  Ixnder  Winkel  nicht  gelten 
können,  notwendig  2^  y  —  2iyi   erhellt. 

Ganz   verschieden    hiervon    ist    das    Wesen   der    dritten 


1)  Euklid.     III,  27. 
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Form  des  indirecten  Beweises,  Avie  wir  an  folgendem  Bei- 
spiele sehen:  Der  Satz:^)  „Ist  im  Berührungspnncte  C  einer 
Tangente  E  C  mit  einem  Kreise  auf  derselben  eine  Senkrechte 
errichtet,  so  muss  in  dieser  der  Mittelpunct  des  Kreises 
liegen"  wird  bewiesen,  indem  man  annimmt,  dass  der  Kreis- 
mittelpunct  nicht  in  dieser  Senkrechten  CA  liegt.  Dann 
mnss  er  irgendwo  ausserhalb  dieser  Linie  gelegen  sein,  wo 
er  dann  aber  eine  gänzlich  unbestimmte  Anzahl  von  Lagen 
hallen  kann.  Greifen  wir  aus  dieser  einen  Ort  F  als  Re- 
präsentanten aller  übrigen  heraus  und  verbinden  denselben 
mit  C,  so  muss  FC  als  die  vom  Mittelpuncte  des  Kreises 
nach  dem  Berührungspuncte  der  Tangente  gezogene  grade 
Linie  notwendig  auf  dieser  Tangente  senkrecht  stehen.  Also 
muss  man  der  Voraussetzung  gemäss  beim  Scheitelpunct  C 
zwei  rechte  Winkel,  nämlich  Ä  CF=  F  CE—  B  haben,  was 
aber  unmöglich  ist,  da  2i  F C E  ein  Teil  von  2^  ACE, 
also  kleiner  als  dieser  ist.  Demnach  kann  F  nicht  der 
Mittelpunct  des  Kreises  sein,  aus  denselben  Gründen  aber 
auch  kein  andrer  Punct  ausserhalb  A  C,  folglich  muss  dieser 
in  A  C  liegen. 

Noch  deutlicher  tritt  die  conträre  Beweisforra  hervor 
bei  einem  bekannten  Satze  aus  der  Potentialtheorie,  dessen 
Beweisverfahren  hier  nur  angedeutet  werden  soll.  Es  handelt 
sich  nämlich  darum  nachzuweisen,  dass  nur  das  sogenannte 
Potential  F  bestimmten  gegebenen  Bedingungen  genügt. 
Man  schliesst  dazu  auf  folgende  Weise :  -)  Nimmt  man  an, 
nicht  die  Function  F  allein  genüge  den  Bedingungen,  so  ist 
möglich,  dass  auch  gewisse  andre  Functionen,  die  nur  dadurch 
bestimmt  sind,  dass  sie  nicht  F  sind,  dieselben  Bedingungen 
befriedigen.  Greifen  wir  daher  eine  Function  (I^  heraus,  so 
ist  dieselbe  durchaus  nicht  näher  bestimmbar,  es  kann  eine 
ganz  beliebige  Anzahl  solcher  Functionen  geben,  sodass  eine 


i)  Euklid.    III,  19. 

2)  Da  es  hier  nur  auf  das  Wesen  dieser  Beweisform  ankam ,  ist 
die  mathematische  Präcisierung  unterlassen.  Man  vergleiche: 
C.  Neumann:  Untersuchungen  über  das  L.  und  N.  Potential.    S.  101. 
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erschöpfende  Disjunction  nicht  möglich  ist.  Unterwerfen 
wir  nun  die  gewählte  Function  CP  den  gestellten  Bedingungen, 
so  stellt  sich  heraus,  dass,  wenn  sowohl  F  als  auch  </> 
denselben  genügen  soll ,  notwendig  F  =  (I^  sein  ranss. 
Hiermit  ist  aber,  da  die  Function  (D  ganz  beliebig  gewählt 
ist,  die  Behauptung  des  Satzes  erwiesen.  Diese  Beweisform 
beruht  also  ganz  wie  die  disjunctive  auf  einer  Ausschliessung 
aller  andern  Möglichkeiten.  Aber  während  nach  jener  an 
jedem  einzelnen  als  Hypothese  gesetzten  Prädicate  bis  auf 
das  zu  erweisende  die  Ungiltigkeit  nachgewiesen  wird, 
geschieht  dies  bei  der  conträren  Form  nur  an  einer  beliebig 
aus  der  unbestimmten  Vielheit  als  T^'pus  aller  übrigen  ge- 
wählten Möglichkeit.  Daher  erkennt  man  sofort,  dass  diese 
beiden  Formen  des  indirecten  Beweises  nicht  mit  einander 
identificiert  werden  können.  Dagegen  hat  der  conträre  Be- 
weis denselben  Ausgangspnnct  wie  der  contradictorische 
(oder  speciell  apagogische),  mit  dem  er  ja  thatsächlich 
bisher  zusammengeworfen  ist,  aber  eine  ganz  andre  Schluss- 
weise wie  dieser.  Bei  jenem  wird  nämlich  ausgegangen  von 
einer  Grösse,  einer  Function  und  dergl.,  die  allein  giltig 
nachgewiesen  werden  soll,  zu  der  aber  unbestimmt  viele 
Grössen  oder  viele  Functionen,  die  als  möglich  gedacht 
werden  können,  das  conträre  Gegenteil  bilden.  Bei  diesem 
dagegen  ist  nur  ein  bestimmtes  contradictorisches  Gegenteil 
vorhanden,  wie  folgendes  Beispiel  lehrt:  „Von  einer  graden 
Linie  liegt  nicht  ein  Stück  in  einer  Ebene  und  ein  andres 
Stück  ausserhalb."  ^)  Nehmen  wir  an,  eine  grade  Linie 
läge  mit  dem  einen  Stücke  AB  in  der  Ebene  und  mit  dem 
andern  B  C  ausserhalb  derselben,  so  hätten,  wenn  wir  das 
Stück  A  B  in  der  Ebene  über  B  hinaus  bis  D  verlängerten, 
die  beiden  graden  Linien  ABC  und  ABB  den  Teil  A B 
gememsam.  Dies  ist  jedoch  nicht  möglich,  da  zwei  Grade 
nur  einen  einzigen  Punct  gemeinsam  haben  können.     Unsre 


1)  Kuklid.     XT,  1. 
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Annahme  ist  daher  falsch  und  der  Lehrsatz  infolo-edessen 
richtig. 

Bei  diesem  Beweise  sind  also  nur  zwei  in  contra- 
dictorischem  Gegenteile  stehende  Prädicate  gegeben:  nämlich 
entweder  liegt  eine  grade  Linie  ganz  in  einer  Ebene  oder 
nicht,  sodass  hier  von  der  Gegenüberstellung  einer  Vielheit 
zu  der  behaupteten  Einheit  in  conträrer  Weise  nicht  die 
iiede  sein  kann. 

Somit  dürfte  die  conträre  Beweisform  als  eine  völlig 
von  den  anderen  Arten  des  indirecten  Beweises  za  trennende 
nachgewiesen  sein.  Freilich  scheint  sie  nur  in  den  speculativen 
Wissenschaften  anzutretfen  zu  sein.  So  wird  sie  von  Spinoza 
in  der  sjjeculativen  Philosophie  mehrfach  verwandt.  Er 
beweist  ^)  z.  B.  den  Satz,  dass  es  nicht  mehrere  Götter  gibt, 
auf  diese  Weise,  indem  er  als  Repräsentanten  aller  übrigen 
denkbaren  Götter  die  Annahme  eines  zweiten  ehiführt,  die 
auf  einen  Widerspruch  mit  früheren  Lehren  stösst.  Hieraus 
folgt  dann  unmittelbar  die  Richtigkeit  des  Lehrsatzes. 

§•  3. 

Kritische  Besprechung  der  Theorieen  des  indirecten 
Beweisverfahrens. 

Nach  Chasles  konnnt  dem  Euklid  das  Verdienst  zu, 
die  apagogische  Beweisart  in  die  Geometrie  eingeführt  zu 
haben.  Dem  ist  jedoch  nicht  so,  da  schon  in  den  Schriften 
des  Autolykos,  die  gegen  40  Jahre  älter  sind  als  die  Elemente 
Euklids,  sich  die  Reductio  ad  absurdum  in  reichlichem  Masse 
angewendet  findet.  Vielmehr  wird  diese  Methode  der  Beweis- 
führung sich  gleich  mit  den  Anfängen  der  Wissenschaft 
entwickelt  haben,  um  die  einfachsten  Grundlagen  zu  stützen.  ^) 

Derjenige,  welcher  zuerst  eingehende  Untersuchungen 
über   das  Beweisverfahren    angestellt    und  die  Einteilung   in 


1)  Spinoza :  Principieu  d.  Cartes.  Philosophie.     Lehrsatz.  XI. 

2)  Bretschneider :  Geometrie  u.  (jleometer  von  Euklides.     S.  147. 
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directe  und  indirecte  BeAveise  geliefert  hat,  ist  wohl  Aristo- 
teles. Jede  Beweisführung  und  jeder  Schluss ,  sagt  er,  ^) 
muss  darthun,  dass  Etwas  in  einem  Andern  enthalten  oder 
nicht  entlialten  ist,  und  dass  dies  entweder  allgemein  oder 
heschränkt  stattfindet;  auch  muss  dies  entweder  gradezu 
oder  vermittelst  einer  Voraussetzung  dargelegt  werden.  Zu 
letzterem  Verfahren  gehören  auch  die  Beweise  durch  die 
Unmöglichkeit  des  Gegenteils.  Alle  solche  Schlüsse,  fährt 
er  dann  fort,  vermittelst  des  Unmöglichen  erschliessen  ein 
Falsches  und  beweisen  den  ursprünglichen  Satz  durch  eine 
Annahme,  indem,  wenn  das  Gegenteil  desselben  angenommen 
wird,  etwas  Unmögliches  sich  ergiebt.  Auf  die  Vergleichung 
des  indirecten  mit  dem  dirccten  Beweisgange  geht  er  später 
ein  '^)  und  findet,  dass,  da  der  directe  Beweis  sich  auf  Princi- 
pielleres  stützt,  dieser  dem  apagogischen  vorzuziehen  sei. 
Auf  eine  Einteilung  der  indirecten  Beweisformen  geht  er 
nicht  weiter  ein,  ebenso  wenig  wie  Kant,  ^)  der  den  Ge- 
brauch des  indirecten  Beweises  bedeutend  einschränken  will, 
indem  er  es  als  eine  Regel  der  reinen  Vernunft,  wenn  sie 
in  Ansehung  transscendentaler  Beweise  einer  Uisciplin  unter- 
worfen wird,  aufstellt,  „dass  ilire  Beweise  niemals  apagogisch, 
sondern  jederzeit  ostensiv  (d.  h.  direct)  sein  müssen,"  während 
er  doch  den  indirecten  Beweisen  einen  Vorzug  der  Evidenz 
vor  den  directen  darin  zugesteht,  „dass  jeder  Widerspruch 
allemal  melir  Klarheit  in  der  Vorstellung  bei  sich  führt  als 
die  beste  Verknüpfung."  Ja,  er  nennt  dann  die  indirecte 
Beweisart  sogar  „das  eigentliche  Blendwerk,  womit  die 
Bewundrer  der  Gründlichkeit  unsrer  dogmatisclien  Vernünftler 
jederzeit  hingehalten  werden."  Nur  in  der  Mathematik  hat 
sie  nacli  ihm  ihren  eigentlichen  l*latz,  denn  „die  aijagogische 
Beweisart  kaim  mir  in  den  Wissenscliaften  erlaubt  sein,  wo 
es  unmöglich  ist,    das  Subjective  unsrer  Vorstellungen    dem 

')  Aristoteles:    Erste  Analytiken.    1.  Buch.    Kii]i.  23,    von  Kireli- 
nninnsche  A\isf,''abe.     S.  h'S. 

'^)  Aristoteles:  Zweite  Analytiken,  von   Kirclmiann.     S.  .'">(). 
'j  Kant:  a.  a.  0.     S.  ÜOO— üU'2. 
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Olijectiven ,  niimlich  der  Erkenntnis  desjenigen,  was  am 
Gegenstande  ist,  unterzuschieben"  und  „in  der  Mathematik 
ist  diese  Subreption  unmöglich."  Dass  Kant  in  dieser  völligen 
Verwerfung  des  indirecten  Beweises  im  Gebiete  der  Philo- 
sophie zu  Aveit  gegangen  ist,  dafür  dürfte  schon  die  That- 
sache  Zeugnis  ablegen,  dass  er  selbst  denselben  zur  Begründung 
seiner  Lehren  mehrftich  benutzt  hat.  So  beweist  er:  ')  „Der 
Raum  wird  als  eine  unendliche  Grösse  gegeben  vorgestellt. 
Ein  allgemeiner  Begriff  vom  Räume  (der  sowohl  einem 
Fusse,  als  einer  Elle  gemein  ist),  kann  in  Ansehung  der 
Grösse  nichts  bestimmen.  TVäre  es  nicht  die  Grenzenlosigkeit 
im  Fortgange  der  Anschauung,  so  würde  kein  Begriif  von 
Verhältnissen  ein  Principium  der  Unendlichkeit  derselben 
bei  sich  führen.'^ 

Was  nun  zunächst  die  Einteilung  des  indirecten  Beweis- 
verfahrens anbelangt,  so  kann  von  Kirclimann  -)  nicht  Recht 
gegeben  werden,  wenn  er  sagt,  dass  der  indirecte  Beweis 
nichts  Eigentümliches  habe  und  dass  sich  bei  ihm  die  Formen 
des  directen  Beweises  wiederholen.  Sehr  deutlich  werden 
wir  die  Nichtigkeit  dieser  Behauptung  einsehen,  wenn  wir 
auf  Lotze  ^)  eingehen,  der  analog  den  directen  Beweisen  vier 
Unterformen  des  indirecten  und  zwar  zwei  indirecte  j)rogressive 
und  zwei  indirecte  regressive  aufstellt. 

Die  erste  indirecte  progressive  Beweisform  würde,  wenn 
der  Satz  T  erwiesen  werden  soll ,  die  Ungiltigkeit  von 
non-T  aus  allgemeinen  Gründen  nachweisen.  Hierbei  ist 
jedoch  unbedingt  zuzugeben,  „dass  man  selten  Gelegenheit 
zu  dieser  Beweisform  finden  wird,"  ja  es  scheint  mir  sogar, 
als  ob  eine  solche  Form  des  Nachweises  der  Ungiltigkeit 
von  non-T  aus  allo-emeinen  Gründen  dem  Wesen  des  indirecten 


1)  a.  a.  0.  S.  58.  Andre  Belege  in  Kritik  tl.  pr.  V.  I.  Teil. 
I.  Beb.  1.  Hauptstück,  Lehrsatz  III  u.  ibidem  3.  Hauptstück.  Kebr- 
bach,  S.  31  u.  113. 

2)  von  Kircbmann:  Erläuterungen  zu  Kants  Kr.  d.  r.  V.  2.  Aufl. 
S.  104. 

3)  Lotze:  a.  a.  0.     S.  27-2-2T6. 
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Beweisganges  widcrsjDricht.  Dieses  besteht  ja  vielmehr,  wie 
die  obigen  Beispiele  lehren,  darin,  dass  man  das  contradic- 
torische  Gegenteil  als  eine  Hypothese  einführt  nnd  aus  der 
Ungiltigkeit  der  notwendigen  Folgen  hieraus  auf  die  Un- 
giltigkcit  der  Hypothese  selbst  schliesst.  Würde  man  aus 
allgemeinen  Gründen  herabzusteigen  haben,  so  würde  man 
doch  nur  die  Richtigkeit  und  Giltigkeit  der  Behauptung  T 
und  daraus  erst  die  Unrichtigkeit  von  non-T  schliessen  können, 
d.  h.  nur  scheinbar  indirect  beweisen,  indem  man  den  directen 
Beweis  versteckt  dabei  voraussetzt.  Die  von  Lotze  erwähnten 
Nebenformen ,  der  Beweis  durch  Ausschliessung  (die  dis- 
junctive  Form)  und  derjenige  durch  Eingrenzung,  können 
demnach  nicht  zu  einer  solchen,  sondern  müssen  zur  zweiten 
indirecten  progressiven  Form  gehören,  die  eben  von  der 
Annahme  des  non-T  ausgehend  ihre  notwendigen  Folgen 
entwickelt.  Ahnlich  wie  mit  der  ersten  dürfte  es  sich  auch 
mit  der  von  Lotze  aufgestellten  dritten  indirecten  Beweis- 
form, der  ersten  regressiven,  verhalten,  die  von  non-T  zu 
den  Bedingungen  zurückgehen  soll,  welche  zu  seiner  Giltig- 
keit notwendig  sind;  aus  der  Ungiltigkeit  oder  Undenkbarkeit 
dieser  Priucipien  würde  sie  dann  auf  die  des  noii-T  zurück- 
schliessen.  ,,Aber  die  zur  Richtigkeit  von  non-T  nötigen 
Priucipien  findet  man  doch  nur,  wenn  man  non-T  als  ihren 
Erkenntnisgrund  benutzt  und  sie  aus  ihm  als  Folgen,  mithin 
progressiv  entwickelt,"  sodass  also  nach  Lotze  selbst  eine 
Verschiedenheit  dieser  Form  von  der  vorhergehenden  nicht 
zu  statuieren  ist.  Wohl  aber  benutzen  die  nach  dem  Princip 
des  fehlenden  Grundes  (vergl.  8.  11)  ausgeführten  Erläu- 
terungen diese  Schlnssweise.  Die  zweite  regressive  indirecte 
Beweisart  endlich  würde  von  gegebenen  Sätzen  oder  That- 
sachen  ausgehen  und  zeigen,  dass  sie  nicht  von  non-T  als 
ihrem  Grunde  abhängen  können,  vielmehr  die  Ungiltigkeit 
dieser  Annahme  ausdrücklich  verlangen.  „Al)er  auch  dies 
lässt  sich  am  Ende  nur  «lusführen,  wenn  man  entweder  non-T 
progressiv  in  seine  Folgen  entwickelt  und  findet,  dass  das 
Bestehen    derselben    die     <>'e«>;ebenen    Thatsachen    unmö<2;lich 
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luiichen  Avürde,  oder  indem  nuui  diese  gegebenen  Tliatsaclieu 
als  ErkenntnisgTund  verwendet  und  aus  ihnen,  ebenl'aüs 
progressiv,  ihre  notwendigen  \^)raussetzungen  ableitet." 
Ersteres  würde  indessen  mit  der  zweiten  indirecten  Form 
übereinstimmen,  Letzteres  al)er  auf  die  erste  Art  hinaus- 
laufen und  daher  keinen  Ans})ruch  auf  den  Namen  eines 
indirecten  Beweisganges  haben. 

Daher  scheint  mir,  als  ob  diese  Einteilung  nur  der 
S3'mmetrie  mit  dem  directen  Beweise  wegen  aufgestellt  und 
in  Wirklichkeit  durchaus  unhaltbar  sei.  ')  Denn  jeder  indirecte 
Beweis  geht  von  der  Hypothese  der  Giltigkeit  von  non-T 
aus  und  kann  daraus  nur  durch  die  Entwicklung  in  ihre 
Folgen  und  der  Ungiltigkeit  einer  derselben  auf  einen  den 
Grund  vernichtenden  A^'iderspruch  gelangen,  oder  er  versucht 
—  aber  auf  dem  nämlichen  Wege  — ■  von  derselben  Hypothese 
aus  zu  den  zu  gründe  liegenden  Bedingungen  aufzusteigen 
und  trifft  hierbei  ebenfalls  auf  einen  Widerspruch.  Beides 
geschieht  jedoch  Avie  gesagt,  ganz  auf  dieselbe  Weise,  da  bei 
beiden  das  «oj^-T  als  Erkenntnisgrund  benutzt  wird,  sodass  man 
nicht  einnuil  zwei  Formen ,  eine  progressive  und  eine 
regressive,  die  zweite  und  dritte  Form  Lotzes,  als  besondere 
annehmen  kann.  Vielmehr  liegt  genau  genommen  nur  eine 
Form  vor,  die  sich  dann  nach  andern  Gesichtspuncteu  in  die 
drei  oben  (S.  1;!)  aufgestellten  Unterfornien  zerlegt.  So 
bemerkt  auch  Lotze  am  Schlüsse  seiner  Untersuchung,  dass 
er  zwar  die  verschiedenen  Absichten  der  indirecten  Beweis- 
führung durch  seine  Einteilung  richtig  glaubt  gesondert  zu 
haben,  dass  aber  nicht  jeder  dieser  Absichten  eine  gleich 
wichtige  und  gleich  eigentümliche,  mit  den  andern  nicht 
verniischte  Beweisform  entspricht.  Dass  auch  dies  nur  in 
Bezug  auf  seine  zweite  und  dritte  Form  gelungen  ist,  während 
die  erste  und  vierte  dem  W^esen  des  indirecten  Beweises 
widersprechen,  dürfte  aus  dem  Vorstehenden  erhellen,     That- 


1)  Vergleiche  auch  Wundt:  Logik.    II.  Bd.    S.  70.     Anmerkung. 
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sächlich  findet  sich  denn  auch  später  die  Bemerkung  Lotze's:  ^) 
„Die  erste  jjrogressive  Form,  welche  von  allgemeinen  Wahr- 
heiten ausgehend  die  Antithesis  als  unmöglich  darstellen 
soll,  kann  nicht  vorkonmien,  ähnlich  die  zweite  regressive 
Form." 

Alle  ii])rigen  mir  zugängigen  Abhandlungen  begnügen 
sich  damit,  als  sjiecielle  Art  des  indii'ecten  Beweises  die 
rein  apagogische,  d.  i.  unsre  contradictorische  festzusetzen; 
ja  viele  unterscheiden  nicht  einmal  diese,  was  bei  der  Be- 
urteilung des  wissenschaftlichen  Wertes  der  indirecten 
Beweise  zu  Unzuträglichkeiten  führt.  Nur  Lambert  '^)  scheint 
auf  unsre  conträre  Form  hinzuweisen,  indem  er  neben  dem 
directen  und  dem  apagogischen  Beweise  noch  einen  zurück- 
führenden annimmt,  der  ebenfalls  von  indirecter  Form  ist, 
da  alle  Ausflüchte  wieder  auf  den  Satz  zurückführen.  Aus 
dem  gesetzten  Gegenteil  folgt  der  Satz  selbst,  sodass  derjenige, 
der  ihn  leugnet,  ihn  auch  sogleich  zugeben  muss. 

Dagegen  beschäftigt  sich  eine  grosse  Anzahl  von  Unter- 
suchungen mit  der  Frage,  in  welchen  Fällen  der  indirecte 
Beweis  mit  Recht  seine  Anwendung  finden  soll.  Gehen  wir 
daher  hierauf  ein,  indem  wir  hauptsächlich  der  ausführlichen 
Theorie  Trendelenburg's  ^)  folgen.  Wenn  dieser,  sowie 
Überweg,  *)  Krähe,  ^)  vor  allen  aber  Sigwart,  •')  den  indirecten 
Beweis  eine  vollberechtigte  Erkenntnisform  der  apodiktischen 
Wahrheit  negativer  Sätze  nennt,  so  ist  dies  zuzugeben,  dazu 
aber  zu  bemerken,  dass  er  hierbei  eine  untergeordnete  Be- 
deutung   besitzt ,     weil     wirklich     negative    Urteile    in    der 


1)  Lot'/c :  (Jrniulzüge  der  Logik  und  Encyclopildie  der  Philos. 
Dictate  aus  den  Vorlesungen.     S.  72. 

-)  Lamberts  logische  und  philosophische  Abhandlungen,  heraus- 
gegeben von  Joh.  ]3ernoulli.     IL  Bd.     S.   16. 

^)  Trendelenburg:  Logische  Untersuchungen.  11.  Bd.  ;J.  Aufl. 
S.  461. 

'«)  Clxn-weg:  System  der  Logik  eie.     5.  Aufl.     §.  135.     S.  458. 

■'')  Krähe:  Über  den  indirecten  Beweis.     Programm.     S.  18. 

«j  Sigwart:  Logik.     IL  Bd.    Methodeulehre.  Abschnitts,  IL  §.81. 
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Wissenschaft  seliv  wenig  vorkommen  dürften.  Denn  die 
negativ  prädicierenden  Urteile,  *)  deren  Wesen  darin  })estelit, 
dass  man  snclit  dem  Snbjecte  ein  Prädicat  hei/nlegen,  das 
nnr  negativ  bestimmt  werden  kann,  schliessen  im  allgemeinen 
eine  positive  Behauptung  ein.  Ihr  characteristischos  Merkmal 
liestelit  darin,  dass  die  Negation  mit  dem  Prädicat  wandert, 
wie  wir  z.  B.  an  dem  Urteile  „einige  Zahlen  sind  nicht 
reelle"  sehen.  Diese  Form  der  Verneinung,  welche  offenbar 
sehr  häufig  vorkommt,  besitzt  einen  unbestimmten  Clniracter 
und  lässt  sich  nur  ausnahmsweise  ohne  Veränderung  des 
Sinnes  in  ein  positives  Urteil  verwandeln,  nämlich  besonders 
dann,  wenn  bei  dem  Prädicat  nur  zwischen  zwei  Gliedern 
eine  Disjunction  stattfindet.  Beschränken  wir  uns  aber  auf 
die  Mathematik,  so  wird  bei  der  scharfen  Begriffsfassnng 
derselben  das  Unbestimmte  völlig  verschw^inden ,  ja  diese 
Urteile  werden  in  ihr  sehr  häufig  affirmativ  ausgesprochen 
werden  können.  Die  andre  Form  der  negativen  Urteile 
dagegen,  die  verneinenden  Trennungsurteile,  ^)  welche  die 
Verschiedenheit  zweier  Begriffe  aussi^rechen,  dürfte  in  der 
Wissenschaft  kaum  vorkommen.  Dieselben  scheiden  eben 
nur  zwei  disparate  Begriffe  von  einander  und  können  daher 
ohne  Veränderung  von  Form  und  Sinn  umgekehrt  werden, 
wie:  „Stein  ist  nicht  Holz"  in  ,,Holz  ist  nicht  Stein;"  sie 
können  daher  wohl  immer  in  positive  Form  gebracht  werden : 
-Stein  ist  verschieden  von  Holz."  Wirklich  negative  Urteile 
werden  daher,  besonders  in  der  Mathematik,  in  neuerer  Zeit 
kaum  mehr  anzutreffen  sein,  während  Euklid  allerdings  noch 
eine  Anzahl  derselben  hat.  Demnach  dürfte  zwar  der  Be- 
hauptung, dass,  wenn  es  sich  um  den  Nachweis  rein  negativer 
Sätze  handelt,  der  indirecte  Beweis  gradezu  der  normale  zu 
nennen  sei,  zuzustimmen  sein :  offenbar  wird  derselbe  aber 
nur  von  der  zweiten,  der  contradictorischen.  Form  sein  können, 
da  der  reinen  Verneinung  nur  die  Bejahung  gegenübersteht, 
die  dann  in  ihre  Folgen  auseinander  gelegt  wird. 

1)  Wundt:  a.  a.  0.     I.  Bd.    S.  191  ff. 

2)  Wundt:  a.  a.  ü.     .S.  194. 
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Die  iuidern  Formell  des  iiidirecteii  Beweises  werden 
dagegen  im  wesentlichen  positive  Urteile  zu  begründen  haben, 
sodass  die  Aufgabe  der  apagogischen  Beweisführung  nicht 
darauf  beschränkt  sein  kann,  die  Richtigkeit  negativer  Sätze 
ans  Licht  zu  stellen.  Vielmehr  dient  der  indirecte  Beweis 
ferner  in  der  disjunetiven  Methode,  um  durch  Ausschluss 
des  Unzulässigen  das  Positive  zu  finden.  ')  Diese  Anw^endung 
derselben,  die  von  Sigwart  besonders  betont  wird,  indem  er 
sagt :  ^)  die  eigentlichen  Fundamente  des  indirecten  Beweises 
sind  disjunctive  Urteile ,  findet  ihren  Ausdruck  in  unsrer 
ersten  Form.  Thatsächlich  wird,  wie  im  folgenden  §.  gezeigt 
werden  soll,  diese  Form  ihre  völlige  Berechtigung  haben, 
falls  nur  die  angestellte  Disjunctiou  vollständig  ist. 

Endlich  kehrt  der  indirecte  Bew^eis  als  Nothilfe  in  der 
Erkenntnis  der  Principien  wieder.  ^)  Es  ist  ja  an  sich  nicht 
wunderbar,  dass  grade  bei  Principien  oder  doch  bei  den, 
Princi])ien  nahe  stehenden .  Sätzen  meist  das  apagogische 
Beweisverfahren  angewendet  wird ,  weil  dieselben  nicht  ge- 
netisch entwickelt  werden  können.  Eine  Deduction  aus 
Höherin  kann  uns  dieselljen  nicht  liefern  ,  da  sie  ja  selbst 
die  höchste  Grundlage  der  Wissenschaft  bilden ,  aber  auch 
eine  Induction  kann  nicht  nachweisen,  dass  dieselben  so  und 
nicht  anders  sein  müssen.  Die  Unmöglichkeit  des  Gegen- 
teils ist  daher  die  Notwendigkeit  der  Principien,  und  diese 
liefert  uns  nur  der  indirecte  Beweis.  „Schon  Aristoteles 
bemerkt",  so  berichtet  Trendelenburg,  „dass  sich  das  logische 
Princip  der  Identität  und  des  Widerspruchs  nur  indirect  be- 
weisen lasse.  Die  vielen  BcAveise ,  die  namentlich  in  den 
Principien  von  Aristoteles  ])is  Hegel  auf  die  Unmöglichkeit 
eines  Verlaufs  ins  Unendliche  gehen,  sind  indirect."  Auch 
in  der  Mathematik  wird  uns  diese  Thatsache  späterhin,  wo 
wir  dieselbe  genauer  untersuchen  werden,    entgegen    treten. 


1)  'J'rendelenburg  :    a.  a.  ( ).     S.  407. 

2)  Sigwart:    a.  a.  0.     S.  248. 

8)  Trendelcnburg :    a.  a.  0.     H.  441. 


Der  iudirecte  13e\veis,  sagt  daher  Krähe  ,  ')  „erreicht  .seinen 
Höhepiinct  nach  positiver  Seite  hin  in  der  Begründung  des 
affirmativen  Urteils  xat"  tSo/t]v ,  des  I^riucipes.  In  der  Be- 
stimmung derjenigen  ersten  Sätze,  welche,  ohne  ihre  eigene 
Gewissheit  von  irgend  etwas  ausser  ihnen  Gegebenen  her- 
zunehmen ,  doch  Anderes  aus  sich  als  aus  ihrem  Grunde 
wieder  ableiten  lassen,  in  der  Bestimmung  der  letzten  Prin- 
cipien  der  Systeme  zeigt  sich  wiederum  ganz  besonders  die 
grosse  Bedeutung  des  indirecten  Beweises"  ,  und  ferner, 
„dass  er  uns  zu  den  letzten  Gründen  verhilft,  ist  also,  wie 
schon  gesagt ,  die  andre  grosse  Bedeutung  des  indirecten 
Beweises."  Nicht  übereinstimmend  hiermit  erscheint  dann 
sein  Resultat,  in  dem  er  mit  Trendelenburg  übereinstimmt, 
denn  wenn  der  apagogische  Beweis  bei  den  Principien  nur 
als  Nothilfe  auftritt,  so  kann  er  dabei  doch  wohl  nicht  sei- 
nen Höhepunkt  erreichen  und  grade  eine  besonders  grosse 
Bedeutung  haben.  Ferner  musste  bestimmt  angegeben  wer- 
den, ob  hierzu  nur  die  disjunctive  Beweisform  geeignet  sein 
soll,  wie  aus  der  Äusserung  hervorgeht ,  dass  der  indirecte 
Beweis  immer  bedenklich  bleibt,  wenn  er  in  contradictorischer 
Form  einen  affirmativen  Satz  begründen  will.  '^) 

Somit  dürfte  besonders  zu  untersuchen  sein,  ob  der  in- 
directe Beweis  unbedingt  ano-ewendet  werden  kann : 

1)  zum  Nachweise  eines  affirmativen  Urteils ,  wenn 
dieses  sich  auf  eine  vollständige  Disjunction  stützt, 

2)  zur  Erhärtung  solcher  Sätze,  die  den  Principien  nahe 
stehen. 

In  betreff  des  wissenschaftlichen  Wertes  des  indirecten 
Beweises  giebt  Drobisch  ^)  an,  dass  die  indirecte  Beweisart, 
welche  auf  einem  Umwege  zum  Ziele  gelangt ,  geringere 
Beweiskraft  habe,  als  die  directe  deductive,  denn  diese  giebt 
affirmative ,    die    indirecte    nur  negative    Beweisgründe ,    die 


J)  Krähe:  a.  a.  0.  S.  17. 
£)  Krähe:  a.  a.  0.  S.  19. 
3)  Drobisch:  Neue  Darstellung  der  Logik  etc.     S.  151. 
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jedoch  in  beiden  Füllen  allgemein  sind.  Während  der 
directe  deductive  Beweis  zeigt,  warum  die  Behauptung  rich- 
tig ist .  lehrt  der  indirecte  nur ,  warum  sie  nicht  unrichtig 
sein  kann.  Nun  sagt  aber  schon  Kant  (vergl.  S.  18),  dass 
die  indirecten  Beweise  einen  Vorzug  der  Evidenz  vor  den 
directen  besitzen,  da  der  Widerspruch  eine  klarere  Vorstel- 
lung verschafft  als  jede  Verknüpfung.  Noch  deutlicher  und 
genauer  spricht  sich  hierüber  Beneke  ')  aus:  Bei  dem 
directen  Beweise  bleiben  wir  innerhalb  des  zu  beweisenden 
Satzes  und  seiner  Grundlagen,  ohne  irgendwie  über  die  von 
diesen  beschriebene  Linie  hinauszublicken.  Daher  entsteht 
hier  die  Erkenntnis  vor  unsern  Augen ,  und  wir  gewinnen 
eine  Einsicht  in  die  Entstehung  und  den  Zusammenhang  des 
Satzes.  Bei  dem  indirecten  dagegen  blicken  wir  über  den 
vorliegenden  Satz  hinaus  auf  das  daneben  Liegende;  wir 
gewinnen  also  einen  umfassenderen  Überblick,  da  wir  ja  das 
ganze  Gebiet  ins  Auge  fassen,  dem  das  zu  Beweisende  zu- 
sammen mit  dem  neben  ihm  Möglichen  angehört.  Sonach 
gewährt  der  indirecte  Beweis  zwar  nach  den  Gründen  hin 
eine  unvollkommenere ,  dagegen  nach  der  Seite  und  dem 
Höheren  hin  eine  vollkommenere  Anschaulichkeit  als  der 
directe.  Daher  stellt  jener  die  Behauptung,  da  der  Zwang 
dieselbe  anzuerkenuen  unausweichlich  ist,  mit  einer  noch 
höheren  Notwendigkeit  fest  als  dieser.  Demgemäss  kann  man, 
genau  genommen,  dem  indirecten  Beweise  keine  geringere  Be- 
weiskraft zuerkennen,  wohl  aber  wird  derselbe  dem  directen  in- 
soferu  nachstehen,  als  er  nichts  über  das  Entstehen  der  Behau23- 
tung  aus  dem  Gegebenen  ausspricht,  sondern  nur  alle  andern 
Möglichkeiten  abwehrt.  Der  directe  Beweis  verbindet  mit 
der  L'berzeugung  von  der  Wahrheit  zugleich  Einsicht  in  die 
Quellen  derselben,  der  apagogische  dagegen  kann  zwar  Ge- 
wissheit, aber  nicht  Begreiflichkeit  der  Wahrheit  in  An- 
sehung   des    Zusammenhangs    mit   den    Gründen   ihrer  Mös- 


1)  Beneke :     System     der    Logik    als    Kiinstlehre    des    Denkens. 
11.  Teil.     S.  142  ff. 
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lichkeit  liervorbring'eii.  ')  I)ass  dem  tliatsächlich  so  ist, 
sehen  wir  sofort  an  einem  Beispiele :  Um  nachzuweisen, 
class  in  jedem  Dreieck  ABC  dem  grösseren  Winkel  ABC 
auch  die  grössere  Seite  AC  gegenüberliegt,  nehmen  wir  an, 
die  Behauptung  ^iC  >  AB  wäre  nicht  richtig,  dann  mttsste 
notwendig  entweder  AC  =  AB  oder  AG  <  AB  sein.  Im 
ersteren  Falle  würde  jedoch  sofort  folgen:  2^  ABC  = 
2^  ACB,  im  zweiten  nach  dem  vorangehenden  Satze:  In 
jedem  Dreieck  liegt  der  grösseren  Seite  der  grössere  Winkel 
gegenüber,  dass  2^  ABC  <  2^  AGB  wäre.  Beides  widor- 
sjiricht  indessen  der  Voraussetzung  2^  ABC  >  2i  AGB, 
sodass  AG  weder  gleich  noch  grösser  als  AB  sein  kann. 
Da  hiernach  alle  andern  Möglichkeiten  als  mit  der  Voraus- 
setzung unvereinbar  fallen  zu  lassen  sind  ausser  der  be- 
haupteten, so  muss  diese  notwendig  zu  Recht  bestehen,  und 
die  Beweiskraft  kann  durchaus  nicht  angefochten  werden. 
Vergleichen  wir  nun  diesen  Beweis  mit  demjenigen  des  vor- 
hergehenden Satzes,  -)  wie  er  soeben  angeführt  wurde !  Der 
Beweis  geht  von  der  Voraussetzung  AC  >  AB  aus,  indem 
er  auf  einen  bekannten  Satz  zurückführt.  Construiere  ich 
nämlich,  indem  ich  AB  von  A  aus  auf  AG  abschneide, 
AD  =  AB,  so  erhalte  ich,  wenn  ich  B  mit  D  verbinde, 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  .  in  welchem  die  Basiswinkel 
ABB  und  ABB  einander  gleich  sind.  Dieser  Winkel 
ABB  ist  aber  nun  als  Aussen winkel  grösser  als  AGB, 
mithin  gilt  auch  ABB  >  AGB  und  noch  mehr  ABC  > 
AGB  q.  e.  d.  Dieser  Beweis  geht  von  der  Voraussetzung 
zur  Behauptung  über,  zeigt  also  eine  innere,  aus  dem  Wesen 
des  Satzes  hervorgehende  Notwendigkeit,  verbindet  also  mit 
dieser  die  Einsicht  in  ihre  Quelle ,  welche  der  indirecte 
nicht  bietet. 

Daher  spricht  sich  auch  Trendelenburg  ^)    in  ähnlichem 


3)  Kant:    a.  a.  0.     S.  600. 

2)  Euklid  I,  19  und  18. 

3)  TrendelenVjurg:  a.  a.  0. 
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Sinne  wie  Drobiscli  aus:  Der  indirecte  Beweis  liat  gerin- 
geren wissenschaftliclien  Wert  als  der  directe.  Will  er  et- 
was Positives  darthnn,  so  geht  er  durch  eine  doppelte 
Negation  hindurch  und  kommt  durch  die  Negation  der 
Negation  zustande.  Das  Unmögliche  ergiebt  sich  aus  dem 
Widerstosse  gegen  bereits  erkannte  Sätze.  Der  indirecte 
Beweis  eröffnet  daher  keine  Einsicht  in  die  inneren  Gründe 
der  Sache  und  ist  eigentlich  nur  da  möglich ,  wo  schon 
Sätze  als  Beweise  dastehn.  Sollte  diese  letzte  unklare  Be- 
merkung bedeuten,  dass  er  nur  bei  abgeleiteten  Sätzen  An- 
Avendung  finden  könnte,  so  würde  sie  mit  der  obigen  Be- 
hauptung (S.  24),  laut  welcher  er  zur  Begründung  von  Prin- 
cipien  geeignet  sein  soll,  kaum  in  Einklang  zu  bringen  sein. 
Auch  würde  man  zu  der  Frage  gedrängt  werden,  wann  da 
ein  directer  Beweis  möglich  sei. 

Weiterhin  giebt  uns  Krähe  ^)  in  Bezug  auf"  den  vor- 
liegenden Gegenstand  folgende  Auskunft:  Der  indirecte 
Beweis  leidet,  mit  dem  directen  verglichen,  an  zwei  Haupt- 
mängeln,  „nämlich  dass  er 

1)  insofern  es  sich  uni  die  Begründung  eines  affir- 
mativeii  Urteils  handelt ,  durchaus  keinen  Einblick  in  das 
Wesen  des  zu  beweisenden  Gegenstandes  eröffnet,  sondern 
nichts  weiter  thut,  als  dass  er  eine  andre  (richtiger:  meh- 
rere) unrichtige  Amiahme  alnvehrt,  und  dass  er  ferner 

2)  allein  angewendet,  leicht  zur  Consequenzmacherei 
und  Sophisterei  führt.  Diesem  letzteren  Fehler  verfällt  der 
indirecte  Beweis  besonders  leicht ,  wenn  das  angenommene 
Gegenteil  nicht  ein  contradictorisches,  sondern  nur  ein  ver- 
hülltes conträres  ist,  thatsächlich  nun  aber  als  ein  contra- 
dictorisches behandelt  wird,  oder,  wenn  das  Unbegreifliche 
mit  dem  Unmöglichen  verwechselt  wird,"  oder  endlich,  wie 
wir  ergänzend  beinerken,  wenn  eine  angestellte  Disjunction 
nicht  erschöpfend  ist. 


1)  Krähe:   a.  a.  0.     S.  10. 
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Auf  den  ersten  Mangel,  der  nur  der  disjunctiven  und 
conträren  Beweisform  anhaften  kann,  da  affirmative  Sätze 
auf  contradictorischem  Wege  nicht  bewiesen  werden  kön- 
nen (S.  23),  wird  noch  eingehender  zurückzukommen  sein. 
Der  zweite  Mangel,  dass  nämlich  durch  den  indirecten  Be- 
weis leicht  Paralogismen  und  Soj)hismen  begangen  werden, 
wird  im  allgemeinen  den  apagogischen  Schluss  mit  Recht 
treffen ,  wie  uns  die  Beispiele  der  Eleaten  und  Sophisten 
lehren;  indessen  wird  von  ihm  bei  der  Anwendung  in  der 
Mathematik  wegen  der  scharfen  Präcision  und  Klarheit  der 
Begriffe  kaum  die  Rede  sein  können. 

So  sehen  wir  denn,  dass  die  Überzeugungskraft  des  in- 
directen Beweises  vielfach  angefochten  wird,  andrerseits 
wird  sie  indessen  derjenigen  des  directen  völlig  gleich- 
gestellt, so  von  Sigwart  ').  Soll  nämlich  ein  indirecter  Be- 
weis etwas  leisten,  was  direct  nicht  geleistet  werden  kann, 
so  kann  sein  Wesen  nur  darin  bestehen,  dass  er  einen 
Boden  gewinnt,  auf  dem  er  sich  selbständig  bewegen 
kann;  dies  geschieht,  wenn  es  ihm  gelingt,  aus  der  x4.uf- 
hebung  des  Demonstrandums  positive  Sätze  zu  gewinnen 
vermittelst  eines  disjunctiven  Urteils,  das  den  Umkreis  der 
möglichen  Annahmen  erschöpft.  Damit  fallen  aber  die 
EinAväude,  als  sei  seine  Überzeugungskraft  geringer  als  die 
des  directen,  und  als  bemächtige  er  sich  der  Wahrheit  durch 
eine  Hinterlist.  Noch  weiter  geht  A.  Maj^r,"'^)  wenn  er 
behauptet:  .Die  Mathematik  hat  ihre  wichtigsten  Wahr- 
heiten in  contradictorischen  (d.  h.  indirecten)  Beweisen  ge- 
funden, und  sie  muss  gestehen,  dass  sie  dieselben  nicht 
anders  beweisen  könne,  auch  jetzt  nicht,  wo  sie  den  ganzen 
Zusammenhang  der  Dinge  einsieht."  Contradictorisch  wird 
bewiesen  und  muss  nach  ihm  bewiesen  werden,  wenn  ein 
w^ahrhaft   neuer    Satz   mit   vorhergehenden    Sätzen   in   Ver- 


')   Sigwart :  Logik  IL     S.  248. 

2)  A.  Mayr  :  Untersuchungen  ül)er  die  wissenschaftliche  Methode 
mit  besonderer  Anwendung  auf  die  Mathematik.     S.  189  ff. 
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binflung  gebracht  werden  soll,  ohgleicli  er  nicht  unmittelbar 
in  ihnen  entlialten  ist.  Er  will  also  die  Princii^ien  indirect 
bewiesen  haben ,  da  sie  ja  direct  nicht  entwickelt  werden 
k()nnen.  Daher  schätzt  er  auch  die  indirecten  Beweise  viel 
höher  als  die  directen ,  denn  wenn  diese  letzteren  Einsicht 
in  den  schöpferischen  Hergang  einer  Sache  geben ,  so  thun 
dies  noch  viel  mehr  die  indirecten  Beweise ;  denn  ,,die 
directen  Beweise  geben  die  Einsicht  der  Entfaltung,  die  in- 
directen die  Einsicht  der  Hervorbringung  neuer  Sätze." 
„Ja.  wird  die  Frage  gestellt,  welche  Beweise  wichtiger 
seien,  so  muss  die  Autwort  offenbar  für  die  indirecten  Be- 
weise günstig  ausfallen.  Denn  sie  sind  es ,  die  die  ersten 
Hauptsätze  jeder  Wissenschaft  und  ihres  Fortschritts  her- 
vorbringen, die  directen  Beweise  hingegen  geben  nur  die 
Nebensätze,  die  ausfüllenden  Sätze  jedes  neuen  Abschnitts. 
Die  indirecten  Beweise  sind  die  wahren  Grundpfeiler  jeder 
Wissenschaft,  sie  geben  Synthesis  a  priori."  Diesem  Urteil 
schliesst  sich,  soweit  es  den  analytischen  Beweis  betrifft, 
Vorhinder')  völlig  an,  da  der  indirecte  Beweis  uns  auf  den 
Zusammenhaug  des  im  Beweis  Gedachten  mit  der  Sphäre 
führt,  in  welcher  dieses  liegt,  während  der  directe  analytische 
Beweis  uns  nichts  aufschliesst ,  was  nicht  schon  in  dem 
Urteil,  von  dem  ausgegangen  wird,  liegt.  Offenbar  ist  das 
Letztere  nicht  zutreflFend ,  da  aus  einem  Urteile  ohne  Hin- 
zufügung andrer  Urteile  und  Begriffe  nichts  geschlossen 
werden  kann.  Ob  aber  der  indirecte  Beweis  wirklich  ,,die 
Einsicht  der  Hervorbringung  neuer  Sätze"  giebt,  Avird  uns 
weiterhin  beschäftigen. 

Aus  dem  Angeführten  geht  hervor,  dass  der  Avissen- 
schaftliche  Wert  des  indirecten  Beweises  noch  nicht  fest- 
gestellt ist.  Daher  soll  im  Folgenden  an.  den  einzelnen 
Formen  des  indirecten  Beweises  untersucht  werden,  ob  sie 
unbedingt  beweiskräftig  sind,  oder  ob  besondre  Mängel,  die 
im  Wesen  der  Beweisform  liegen,  zu  constatieren  sind.     Die 


1)  Voiliiiuler  :  WisacuscIiiiCt  der  Erkenntnis.     S.  155. 
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Methode  der  Uiitersucliuiig  iK^stelit  natürlich  darin,  dass 
man  prüft .  ob  ein  einzelner  Beweis  richtig  und  streng  ist, 
und  wenn  nicht,  ob  dann  der  Fehler  durch  die  Anwendung 
des  indirecten  Beweises  verursacht  ist  oder  in  andern  Grün- 
den liegt. 

S-  4. 

Die  disjunctive  Form  des  indirecten  Beweises. 

Der  indirecte  Beweis  wird  von  Krähe  ')  wie  folgt,  ein- 
geteilt : 

I.  Er  erweist  die  Unmöglichkeit  des  contradictorischen 
Gegenteils  (die  contradictorische  Form),   und 

IL  er  stellt  vermöge  einer  erschöpfenden  Disjunction 
des  Subjeets  sowohl  wie  des  Prädicats  die  verschiedenen 
annehmbaren  Möglichkeiten  auf  und  weist  nach, 

a)  dass,  weil  eine  derselben  gilt,  darum  die  übrigen 
nicht  gelten  (modus  ponendo  tollens)  oder 

b)  dass,  weil  alle  übrigen  nicht  gelten,  die  eine  der- 
selben gelten  mnss  (modus  toUendo  ponens)  oder 
endlich 

c)  dass,  weil  die  sämtlichen  Teile  eines  Ganzen  ent- 
weder gelten  oder  nicht  gelten,  darum  dieses  Ganze 
selbst  entweder  Giltigkeit  hat  oder  nicht  (Dilemma, 
.  .  .  Polylemma). 

Untersuchen  wir  die  drei  hier  aufgestellten  Unterarten, 
des  disjunetiven  Beweises ,  so  erkennen  wir  zunächst ,  dass 
das  Schema  für  die  erste,  das  K.  A.  J.  Hoffmann  '^)  gegeben 

hat:     „J.   kann  entweder  B   oder  C  oder  D sein; 

A  ist  nun  C, 

also  kann  A  weder    B   noch    C  noch    D sein' 

uurjenau  ist.     Vielmehr  wird  ein  Beweis  nur  dann  von  dieser 


1)  Krähe:    a.  a.  0.     S.  7. 

-)  \\.  A.  J.  Hoffmann:  Abriss  der  Logik.    4.  Auflage.     S.  48 
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Form  sein  können,  wenn  etwa  ein  Satz  von  folgendei-  Ge- 
stalt bewiesen  werden  sollte: 

Ein  Subject  A,  dem  nur  die  sich  ausschliessenden  Prä- 
dicate  B,  C^  I)  .  .  .  beigelegt  werden  können ,  soll  nicht 
B  oder  D  .  .  .  .  sein.  Denn  in  diesem  Falle  schliesst  man 
indirect :  Angenommen,  A  wäre  B  oder  i)  .  .  .  .,  so  könnte 
es  unmöglich  C  sein.  Nun  lässt  sich  jedoch  nachweisen: 
yl  ist  C,  folglich  ist  unsre  Annahme,  A  wäre  B  oder 
I)  .  .  .  .  falsch  und  demgemäss  der  Satz  richtig :  A  ist 
nicht  B  oder  D  .  .  .  . 

Offenbar  ist  aber  dieser  Beweisgang  gar  kein  indirecter, 
denn  ist  der  Satz:  A  ist  6^  schon  vorher  erwiesen,  so  folgt  die 
Behauptung  von  selbst;  ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall,  so 
besteht  der  eigentliche  Beweis  nur  darin,  dass  die  Giltigkeit 
von:  A  ist  C  gezeigt  wird,  und  dies  nniss  direct  geschehen. 
Man  sieht  hiermit,  —  abgesehen  davon,  dass  ein  solcher 
Satz  wohl  kaum  vorkommen  dürfte  —  dass  das  Indirecte  an 
diesem  Beweise  nur  eine  umständliche  und  völlig  überflüssige 
Form  ist.  In  der  That  bringen  auch  beide  Verfasser,  welche 
die  andern  Arten  des  disjunctiven  Beweises  durch  Beispiele 
belegen,  für  diese  angebliche  Art  keine  bei,  sondern  be- 
schränken sich  darauf  anzugeben,  dass  die  obige  zweite  Form 
(modus  tollendo  pouens)  sich  leicht  in  die  erste  verwandeln 
lasse.  Für  diese  zweite  Form  führt  Krähe  als  Beispiel  den 
Beweis  des  Aristoteles  an,  dass  der  Raum  als  Grenze  gefasst 
werden  nuiss,  da  alle  andern  Möglichkeiten,  nämlich  der 
Kaum  sei  Form  oder  Stoß'  oder  Abstand,  auf  Widersprüche 
führen.  „Dieses  Beispiel,"  fährt  er  dann  fort/),  „lässt  sich 
leicht  so  umwandeln,  dass  es  auch  den  modo  ponente  sich 
ergebenden  Schluss  veranschaulicht,  indem  nämlich  der  Raum 
gleich  von  vorn  herein  als  Grenze  gesetzt  und  den  übrigen 
Annahmen  gegenüber  diese  als  sich  bewährend  nachgewiesen 
wird."  Dies  Verfahren  ist  ja  aber  genau  dasjenige  der 
zweiten  Art.     Diese,    der   nu)dus    tollendo  ])onens,    ist  dem- 


Jj  KfiUie    ii.  a.  ().     S.  10. 
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iiaeli  die  einzige,  die  dem  indirecten  Beweisverfahren  an- 
geluh't.  So  beweist  man  *)  /,.  B. ,  dass ,  wenn  a  >  b  vor- 
ausgesetzt wird .  aucli  V",7  >  V//  ist.  Denn  angenommen 
v^rt  wäre  nicht  >  \^b~.  so  könnte  es  nur  kleiner  oder  gleich 
v^zT  sein.  Wird  nnn  V^  <  Vf  gesetzt,  so  müsste  nach  vor- 
ausgegangenem Satze  auch  (V"«)'*  <  (V"/7)- ,  d.  h.  aber 
a  <.  b  sein,  und  wenn  yTa  =  V/7  behauptet  wird,  so  müsste 
nach  demselbeif  Theorem  auch  (VcT)'^  =  (V/T)'^  d.  h.  a  =  b 
sein.  Beide  Folgerungen  widersprechen  aber  der  Voraus- 
setzung ,  mithin  müssen  die  ihnen  zu  gründe  liegenden 
Hypothesen  fallen  gelassen  und  damit  die  Behauptung  ge- 
setzt werden. 

Aus  dem  Obigen  erhellt  aber  auch,  dass  negative  Sätze 
auf  diese  disjuuctive  Art  nicht  bewiesen  werden  können, 
denn  beim  negativen  Urteil  steht  ja  als  einzig  mögliche 
andre  Annahme  nur  die  affirmative  Behauptung  da,  die 
nur  entweder  in  ihre  Folgen  entwickelt  oder  in  ihre 
Teile  zerlegt  werden  könnte.  Nun  aber  können  wir  mit 
Lotze ')  diese  Form  einteilen  in  den 

Beweis   durch   Ausschliessung,    der   sämtliche   denk- 
bare Einzelfälle  aufzählt  und  von  allen  übrigen  ausser 
einem  nachweist,  dass  sie  unmöglich  sind 
und  in  den 

Beweis   durch  Eingrenzung    zwischen    zwei  Grenzen, 

der    z.   B.    vorliegt,    wenn    gezeigt    wird,    dass    eine 

Grösse   a  weder    grösser    noch    kleiner,    also    gleich 

b  ist. 

Die  letzte  von  Krähe  aufgestellte  Form  des  disjunctiven 

Beweises  wird  im   allgemeinen  seltener  aufzufinden  sein;  sie 

ist  von  folgender  Form: 

Behauptung:  Ä  ist  B. 
Angenommen  Ä  ist  nicht  J5,  so  kann  es  nicht  /?,,  noch 
^2,  noch  ß^   sein.     Diese  Urteile  Ä  ist  weder  /Sj,  noch  ß .,^ 


')  Koppe:    Arithmetik  und  Algebra  etc.     §.   142  c. 
2)  a.  a.  0.     S.  273. 
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noch  ß^  stossen  aber  auf  Widersprüche,  folglich  kann  auch 
das  Urteil  A  ist  nicht  B  nicht  giltig  sein ,  und  daher  gilt 
dfe  Behauptung  Ä  ist  JJ.  Dieses  Schema,  das  ebenso  für 
einen  negativen  Satz  durclizufüliren  ist,  zeigt,  dass  dieser 
Beweisgang  unbedingt  streng  ist ,  falls  nur  unter  ß , ,  ß  .^ 
und  ß^  alle  Teile  von  />'  vollzählig  aufgeführt  sind.  Zu- 
gleich ersehen  wir  aber,  dass  diese  Form  von  der  eigent- 
lichen disjunctiven ,  bei  der  die  dem  Prädicaie  coordinierten 
Möglichkeiten  eingeführt  werden,  sehr  verschieden  ist;  wir 
wollen  sie  daher,  da  sie  auf  einer  Einteilung  des  Prädicats- 
begriffes  beruht,  die  divisive  Beweisform  nennen. 

Somit  haben  wir  bei  der  disjunctiven  Form  des  in- 
directen  Beweises  folgende  Unterformen : 

1.  die    eigentliche    disjunctive  Form    (modus   tollendo    po- 
nens)  und  zwar: 

a.  den  Beweis  durch  Ausschliessung, 

b.  den  Beweis  durch  Eingrenzung; 

2.  die  divisive  Form  und  zwar: 

a.  für  affirmative, 

b.  für  negative  Urteile. 

Für  die  divisive  Form  möge  als  Beispiel  für  den  Nach- 
weis von  affirmativen  Urteilen  der  Satz  Leibnitz'  dienen,  dass 
die  existierende  Welt  die  beste  unter  allen  möglichen  Welten 
ist.  Denn  wäre  sie  dies  nicht,  so  hätte  Gott  entweder  eine 
bessere  nicht  gekannt,  oder  nicht  hervorbringen  können,  oder 
nicht  hervorbringen  wollen.  Aber  weder  das  Erste,  noch  das 
Zweite,  noch  das  Dritte  ist  wahr,  w(ül  Gott  allweise,  allmächtig, 
allgütig  ist.  Also  ist  thatsächlich  die  existierende  Welt  die  beste 
unter  allen  nu'iglichen.  Für  den  Nachweis  von  negativen  Ur- 
teilen bietet  uns  Socrates  ein  Beispiel  in  divisiver  Form :  Man 
kann  den  Wahrsagern  nicht  glauben.  Denn  wenn  man  ihnen 
glauben  soll,  so  muss  man  ihnen  entweder  das  Gute  oder  das 
Schlechte  glauben.  Nnn  kann  man  ihnen  aber  weder  das  Gute 
noch  das  Schlechte  glauben,  also  kann  man  ihnen  überhauptnicht 
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glauben.  *)  Ein  Beispiel  für  den  Beweis  durcli  Aus- 
schliessung giebt  der  Satz:'^)  Die  im  Endpuncte  von  dem 
Durchmesser  eines  Kreises  auf  demselben  errichtete  Senk- 
rechte fällt  ausserhalb  des  Kreises.  Fiele  sie  nämlich  nicht 
ausserhalb  des  Kreises,  so  könnte  sie  nur  auf  den  Kreis 
oder  innerhalb  desselben  fallen.  Ersteres  ist  jedoch  von 
vorn  herein  unmöglich,  und  die  zweite  Annahme  wüixle  auf 
die  Unmöglichkeit  eines  Dreiecks  mit  zwei  rechten  Winkeln 
stossen,  da  durch  die  Verbindung  des  Schnittpunctes  der 
Tangente  mit  dem  Kreise  mit  dem  Kreismittelpunkte  ein 
gleichschenkliges  Dreieck  entsteht.  Weil  somit  alle  andern 
Annahmen  als  unmöglich  nachgewiesen  sind,  niuss  die  Be- 
hauptung giltig  sein.  Ein  Beispiel  für  den  Beweis  durch 
Eingrenzung  anzugeben,  dürfte  unnötig  sein. 

Wie  wir  im  vorigen  Paragraph  sahen,  wird  diesem  Be- 
weisgange der  Vorwurf  gemacht,  dass  er  durchaus  keinen 
Einblick  in  das  Wesen  des  zu  beweisenden  Satzes  eröffnet, 
dass  er  also  wohl  das  „Dass",  nicht  aber  das  „Weil"  ergäbe, 
und  dass  demnach  ein  disjunctiver  Beweis  immer  minder 
wert  sei  als  ein  directer. 

Hierzu  meint  hingegen  Sigwart,  '"*)  dass  die  Beweisfüh- 
rung, die  von  Gegensätzen  ausgeht,  schliesslich  nur  verwendet, 
was  in  dem  Wesen  der  Begriffe  oder  ihrer  Relationen  liegt, 
und  ferner,  dass  der  Beweis  durch  die  Ausschliessung  jeder 
andern  Möglichkeit  ebenso  aus  der  Natur  der  Figur  folgt 
wie  irgend  ein  directer,  woraus  er  die  Folgerung  zieht,  dass 
es  kein  Mangel  ist,  wenn  z.  B.  die  Gleichheit  zweier  Linien 
dadurch  bewiesen  wird ,  dass  die  eine  weder  grösser  noch 
kleiner  sein  kann  als  die  andre.  Um  uns  über  diesen  Punct 
Klarheit  zu  verschaffen,  betrachten  wir  zunächst  einen  dis- 
junctiven  Beweis  unter  Beifügung  eines  directen  Beweises 
zum  nämlichen  Satze.     Euklid  *)  beweist   nämlich    den  Satz : 

1)  K.  A.  I.  Hoffmann.  a.  a.  0.     S.  48. 

2)  Euklid  III.  16. 

3)  Sigwart:  Logik  IL     S.  247  ft'. 

4)  Euklid  I.  6. 
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,Wenii  in  einem  Dreieck  ABC  zwei  Winkel  ABC  und  AGB 
einander  gleich  sind,  so  sind  nuch  die  den  gleichen  Winkeln 
o-eo-enüherliegenden  Seiten  AC  nnd  AB  einander  nleieli" 
indirect  wie  folgt:  Angenommen  die  Seiten  AC  und  AB 
wären  einander  nicht  gleich,  so  müsste  die  eine  AJi  grösser 
oder  kleiner  als  die  andre  AC  sein  (Beweis  durch  Ein- 
grenzung). Ist  nun  AB  >  AC ,  so  bilde  man  BD  ---  AC 
und  ziehe  CD.  Alsdann  müssten  in  den  beiden  Dreiecken 
ABC  und  DBC  die  Seiten  BD  =  CA,  ferner  BC  beiden 
gemeinschaftlich,  endlich  2i  DBC  =  2i  ACB  sein,  mithin 
beide  Dreiecke  einander  congruent  nnd  gleich  sein.  Dies 
Resultat  stösst  aber  gegen  den  Grundsatz,  dass  ein  Teil  stets 
kleiner  als  das  Ganze  sein  muss.  Auf  ganz  dieselbe  Un- 
vereinbarkeit gelangt  man ,  v.-enn  man  Tun  der  Annahme 
AB  <  AC  ausgeht.  Daher  ist  nicht  möglich .  dass 
AB  ^  AC  ist,  mithin  muss  notwendig  AB  —  AC  sein. 
Der  Grund  für  die  Giltigkeit  dieses  Satzes  liegt  aber  nur 
darin,  dass  alle  andern  möglichen  Annahmen  beseitigt  sind, 
mithin  die  einzig  übrig  bleibende,  da  zwei  Grössen  in  irgend 
einem  gegenseitigen  Verhältnis  stehen,  gelten  muss.  Direct 
ergiebt  sich  die  Behauptung  durch  eine  einfache  Construction, 
die  wir  ja  beim  indirecten  Beweise  auch  haben.  Fällen  wir 
nihnlich  von  der  Spitze  A  des  Dreiecks  auf  die  Basis  BC 
eine  Senkrechte  AE,  so  sind  die  beiden  entstehenden  Drei- 
ecke AEB  und  AEC  einander  congruent.  folglich  die  lionio- 
logen  Stücke  gleich,  d.  h.  AB  —  AC.  Unter  Benutzung 
der  Voraussetzung  ersehen  wir  also,  dass,  wenn  Avir  von  A 
aus  ein  Lot  fällen,  zu  beiden  Seiten  desselben  die  Figur 
vollständig  symmetrisch  ist,  woraus  dann  die  Behauptung  sich 
ergiebt,  sodass  also  bei  dem  directen  BcAveise  das  genetische 
Entstehen  der  Behauptung  aus  der  Vt)raussetzung  hervor- 
tritt. Indessen  hat  uns  der  indirecte  Beweis  ebenfalls  genau 
die  Richtigkeit  der  Behauptiuig  geliefert,  freilich  ohne  zu 
zeigen,  wie  und  Avodurch  sie  zustande  kam. 

Somit  scheint    mir   doch    dem    disjunctiven  Beweise    ein 
gewisser  Mangel    gegenüber    dcMU  directen  anzuhaften,  zwar 
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niclit  in  der  Beweiskraft,  avoIiI  aher  in  Bezug  auf  das  Ent- 
stellen und  den  Zusanmienliaui;-  der  Erkenntnis,  die  durcli 
ilin  bewirkt  ist,  mit  i'riilieren  Sätzen.  Zwar  hat  Sigwart 
recht  darin,  dass  der  disjunctive  Beweis  ebenso  aus  der  Natur 
der  Figur  folgt  wie  irgend  ein  direeter.  nicht  aber  darin, 
dass  derselbe  nur  das  verwendet,  was  im  Wesen  der  Begriffe 
oder  ilirer  Delationen  liegt;  denn  durch  die  Disjunction 
Averden  ja  el)en  neue  Begriffe  eingeführt.  Nehmen  wir  z. 
B.  folgenden  Beweis  zu  dem  Satze:')  Die  Kreisgleichung 
x^  -\-  V'  —  '2  ax  —  2  b  1/  -\-  P  =  0  kann  nur  dann  einen 
Kreis  geben,  wenn  P  <  «  -  +  b'^  ist.  Wir  behaupten  das 
Gegenteil,  nämlich  unsre  Gleichung  ergiebt  auch  dann  einen 
Kreis,  wenn  P  niclit  <  a-  -\-  h'^  ist,  also  auch  dann,  wenn 
P  grösser  oder  gleich  a'^  -\-  h  -  ist.  Während  also  nach 
der  Behauptung  zwischen  den  Grössen  P  und  a  ^  +  b'^  die 
Beziehung  "der  Unterordnung  der  ersteren  unter  die  zweite 
besteht,  kommt  durch  die  Disjunction  der  Begriff  der  Über- 
ordnung oder  Gleichheit  hinein.  Nun  lässt  sich  aber  die 
erstere  Annahme  P  >  a'^  +  b  '^  also  vielleicht  P  =  a'^  -f 
b'^  -}-  c-  in  ihren  Folgerungen  (x  —  a)'^  -\-  (y  —  b)-  -{- 
c  '^  —  0  in  reellen  Zahlen  nicht  erfüllen,  während  die  ZAveite 
P  =  a  -  4-  ^  '^  durch  Substitution  {x  —  ti) ''  -\-  {])  —  6)  ^  =  0, 
d.  h.  nur  den  Punct  x  =^  a ,  y  ^=  b  ^  aber  keinen  Kreis, 
liefert.  ]\Iithin  bleibt  nur  der  in  der  Behauptung  aufge- 
stellte Fall  als  richtig  übrig.  Auch  aus  diesem  Beispiele 
ersehen  wir  aber,  dass  das  Wesen  des  disjunctiven  Be^veises 
nur  in  einem  Abwehren,  in  einem  negativen  Verfahren,  be- 
steht. Stets  wird  man  noch,  um  einen  völligen  Einblick 
sich  zu  verschaffen,  um  vrillige  Befriedigung  zu  erlangen, 
auch  den  übrigen  Fall  P  <  (( '^  -f  b~  durchführen.  Man 
setzt  also  P  =^  u'^  -\-  b'-  ■ —  c  -,  wo  c  natürlich,  wie  oben, 
reell  und  von  Null  verschieden  sein  muss,  und  gewinnt  somit 
die  Gleichung  {x  —  a)  ^  -f-  {y  —  6)  ^  =  c  ^,  also  ein  Re- 
sultat,   das  in  der  That  für    reelle  «,  b.  c    erfüllbar  ist  und 

1)  Fort  und  Schlömilch :  Analytische  Geometrie  d.  Ebene.     S.  55. 
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einen  Kreis  analytisch  bestimmt.  Dagegen  ist  an  der  Strenge 
dieses  Beweises  nicht  zu  zweifeln,  falls  nur  die  Grössen  auf 
das  reelle  Zahlengebiet  beschränkt  bleiben. 

Das  Wesen  unseres  Beweisverfahrens  l)esteht  also  darin, 
dass  man  suchen  muss,  aus  der  Aufhebung  des  Demon- 
strandums  vermittelst  eines  disjunctiven  Urteils,  das  den 
Umkreis  der  möglichen  Annahmen  erschöpft,  positive  Sätze 
zu  gewinnen.  Hierdurch  führt  mau  aber  neue  Begriffe  oder 
wenigstens  neue  Relationen  zwischen  den  Begriffen  ein. 
Die  eigentlichen  Fundamente  sind  daher  disjunctive  Urteile, 
diese  haben  aber  eben  ihre  Bedeutung  darin,  dass  sie  den 
Übergang  von  einer  Verneinung  auf  eine  Bejahung  möglich 
machen.  Von  hier  aus  operiert  der  disjunctive  Beweis 
weiter  mit  positiven  Beweisgründen,  bis  er  zu  einem  Schluss- 
satze gelangt,  der  im  Widerspruche  mit  Axiomen,  The- 
oremen oder  mit  der  Voraussetzung  steht.  Daher  ist  auch 
Drobisch  (S.  25)  nicht  zuzugeben,  dass  die  indirecte  Beweisart 
nur  negative  Beweisgründe  gebe,  obwohl  man  das  ganze  Ver- 
fahren ein  negatives  nennen  kann,  da  es  zunächst  eine 
A^erueinung  der  Hypothese  als  Resultat  liefert.  Das  Gegen- 
teil eines  affirmativen  Satzes  wird  stets  zu  einem  negativen, 
im  allgemeinen  unbestimmten  Urteile  führen ;  aber  durch 
die  vollständige  Disjunction  gewinnen  wir  sofort  wieder 
positive  Urteile,  von  denen  wir  positiv  die  Folgen  entwickeln. 

Ganz  entsprechend  verhält  es  sich  mit  dem  divisiven 
Beweise  (S.  34),  der  übrigens  weit  seltener  vorkommen 
dürfte.  So  lässt  sich  z.  B.  die  wahre  Natur  der  unendlich 
kleinen  Grösse  oder  des  Differentials  als  einer  Grösse  von 
wechselndem  Werte  auf  folgende  Weise  darthun.  Wäre  das 
Differential  nicht  von  wechselndem,  so  müsste  es  von  festem 
Werte ,  alsdann  aber  entweder  der  Null  gleich ,  oder 
seinem  absoluten  Werte  nach  grösser  als  Null  sein.  Beides 
kann  aber,  wie  sich  leicht  darstellen  lässt,  nicht  zutreffen, 
mithin  muss  die  Behauptung  eintreten.  ')     Hier  werden  eben 


1)  Überweg:   a.  a.  ü.    8.  460. 
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nur  Grüii(U'  gegvii  die  Giltij^keit  der  entgegenj^esetzteji  Be- 
hauptuno;,  nicht  aber  für  das  Eintreten  des  Denionstranduuis 
beigebracht.  Für  dieselbe  Beweisart  znr  Erhärtung  von 
negativem  Urteile  könnte  noch  als  Beis])iel  dienen  der  Kach- 
weis des  Satzes:  Die  Gleichung  x'^  —  pxy  +  Q U  ^  =  ^^ 
repräsentiert  keinen  Kegelschnitt.  Nimmt  man  nämlich  das 
Gegenteil  an,  so  hat  nnm  zu  untersuchen,  ob  die  Bedingungen 
zwischen  den  Coefficienten  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten 
Grades  zwischen  x  und  y,  die  zur  Existenz  eines  Kreises, 
einer  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  nötig  sind,  erfüllt 
Averden  oder  nicht.  Da  letzteres  eintritt,  ist  unser  Satz  auf 
divisive  Art  erwiesen. 

Von  den  Gegengründen,  die  beim  disjunctiven  Beweise 
die  Hauptrolle  spielen,  gehen  die  einen  auf  die  zu  gründe 
liegenden  Bedingungen,  die  andern  auf  die  Folgen  ein,  sodass 
ein  derartiger  Bew^eis  weder  ganz  regressiv  noch  progressiv 
ist.  Dass  überhaupt  diese  Scheidung  hier  nicht  angebracht 
ist,  beweist  ein  Blick  auf  die  gegebenen  Beispiele.  Beide 
Formen  haben  keine  characteristischen  Merkmale  gegen 
einander,  nur  darin  scheinen  sie  einen  unterschied  aufzu- 
weisen, dass  die  regressiven  Beweise  auf  einen  Widerspruch 
gegen  die  Voraussetzimg,  die  progressiven  dagegen  auf  einen 
solchen  gegen  Axiome  und  Theoreme  hinauslaufen. 

Wie  ferner  ein  disjunctiver  Beweis  verwandt  wird,  um 
Principien  zu  erläutern,  zeigt  uns  folgender  Lehrsatz :  *j 
Gleiches  zu  Gleichem  addiert  giebt  Gleiches.  Denn  würde 
Gleiches  zu  Gleichem  addiert  nicht  Gleiches  geben,  so  müsste 
es  Grösseres  oder  Kleineres  geben.  Würde  es  nun  erstens 
Grösseres  geben,  so  wäre  nach  dem  vorangegangenem  Satze : 
„Wenn  aus  einer  Addition  Grösseres  hervorgeht,  so  ist 
Gleiches  zu  Grösserem  addiert  worden,"  Gleiches  zu  Grösserem 
addiert  worden,  was  aber  unmöglich  ist,  da  Gleiches  zu  Gleichem 
addiert  worden  ist.  Würde  es  zweitens  Kleineres  geben,  so 
wäre  Gleiches    zu  Kleinerem  addiert  worden,    was  wiederum 


J)  A.  Mayr:  a.  a.  0.     S.  154. 
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der  V(>r;iusset/,uii^  \vi(lersi)richl.  Da  somit  Gleiches  zu 
Gleichem  addiert  nicht  Grösseres  und  nicht  Kleineres  geben 
kann,  so  muss  es  Gleiches  geben.  Ebenso  wird  der  Satz, 
dass  Gleiches  von  Gleichem  subtrahiert  Gleiches  ergiebt. 
disjunctiv  bewiesen,  indem  man  annimmt,  dass  unter  der 
Voraussetzung  a  —  h  gelten  sollte:  a  —  m  ^  b  —  m. 
Addiere  ich  dann  Gleiches  (m  =  m)  zu  Grösserem  oder 
Kleinerem,  so  muss  wieder  Grösseres  oder  Kleineres  heraus- 
kommen, sodass  a  —  w  -\-  m  ^   h  —  m  -f  m,   d.  h.  aber 

a  <^  h  resultiert:  dies  ist  aber  gegen  die  Voraussetzung  und 
darum  unmöglich,  also  nur  a  —  m  =  b  —  m  giltig. 

In  diesen  BcAveisen  ist  zwar  die  Richtigkeit  der  be- 
treffenden Sätze  erhärtet,  dadurch  dass  nachgewiesen  ist, 
dass  ein  andres  Resultat  nicht  möglich  sein  kann;  ob  aber 
diese  Begriffszergliederung  bei  diesen  Sätzen  überhaupt  nötig 
war,  ist  eine  Frage,  die  wohl  kaum  zu  bejahen  sein  dürfte. 
Sicher  ist  unbedingt,  dass  das  Verständnis  dieser  Urteile 
durch  die  gelieferten  disjunctiven  Beweise  nicht  erhöht  wird. 
Denn  dieselben  sind  lediglich  Zirkelbeweise  oder  tautologische 
Umschreibungen.  In  noch  grösserem  Masse  tritt  dies  hervor  bei 
dem  Beweisvei'suche  zu  dem  Satze:  ^)  ,,Wenu  eine  Grösse 
nicht  grösser  und  nicht  kleiner  ist  als  eine  andre  Grösse, 
so  ist  sie  ihr  gleich  und  kann  statt  ihrer  gesetzt  wer- 
den'' ,  der  folgendermassen  geführt  wnrd :  Wenn  a  nicht 
grösser  als  c  und  nicht  kleiner  als  e  ist,  so  kann  weder  zu 
c  eine  Grösse  addiert  werden,  damit  sie  gleich  a  wird,  noch 
zu  a  eine  Grösse  addiert  werden,  damit  diese  gleich  c  würd. 
Wird  daher  a  statt  c  und  c  statt  a  gesetzt,  so  wird  nichts 
in  den  Ojierationen  der  Addition  geändert ;  es  gehen  dieselben 
Resultate  liervor,  und  darum  sind  auch  a  und  c  einander  gleich. 

Bei  solchen  Versuchen,  dergleichen  unmittelbar  in  der 
Anschauung  gegebene  Sätze  durch  einen  mühseligen,  logisch 
geführten  Beweis  zu  erhärten,  möchte  man  fast  in  das  harte 


1)  A.  Mayr :  a.  a.  0.     S.  155. 
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Urteil  Schopenliaut>r\s  ')  über  die  Fiiiklidische  Deiuonstriitioiis- 
inethüde  einstimmen.  Denn  in  dieser,  di(!  ja  noch  immer 
vielfach  fortlebt,  mnss  man  häufig  zwar  zngel)en,  da.ss  der 
Satz  richtig  ist,  erfährt  aber  vielfach  nicht,  warum  es  so  ist. 
Dass  dies  jedoch  nicht  nur  durch  den  disjuuctiven  Beweis 
verursacht  wird,  sagt  Schojjenhaner  selbst  mit  den  Worten : 
,,Oft  schliesst  ein  apagogischer  Beweis  alle  Thüren,  eine 
nach  der  andern,  zu  und  lässt  nur  die  eine  offen,  in  die  man 
nun  bloss  deswegen  hinein  muss.  Oft  werden,  wie  im  Pytha- 
goreischen Lehrsatze,  Linien  gezogen,  ohne  dass  man  weiss, 
warum:  hinterher  zeigt  sich,  dass  es  Schlingen  waren,  die 
sich  unerwartet  zuziehen  und  den  Assensus  des  Lernenden 
gefangen  nehmen,  der  nun  verwundert  zugeben  muss,  was 
ihm  dem  innern  Zusammenhang  nach  völlig  unbegreiflich 
bleibt.'-  Dies  triö't  hauptsächlich  bei  den  Sätzen  zu.  deren 
Giltigkeit  durch  ergänzende  Hilfsconstructionen  vielfach 
künstlich  und  scheinbar  zufällig  gewonnen  wird. '-) 

So  zeigt  ferner  auch  der  Liductionsbeweis  nur  die 
Wahrheit  einer  Behauptung  durch  den  Hinweis  auf  die 
einzelnen  Thatsachen,  ohne  einen  zwingenden  Grund,  aus 
welchem  dieselbe  zu  schliessen  ist,  anzugeben.  Der  Zwang 
der  Induction  bleibt  stets  auf  den  Einzelnen  beschränkt,  er 
ist  subjectiv  und  wird  nicht  objectiv.  ^) 

Hieraus  ergiebt  sich  aber,  dass  der  thatsächliche  Mangel 
des  disjunctiven  Beweises  ihm  nicht  allein  zukommt.  Daher 
ist  ein  solcher  ü])erall  da,  wo  ein  directer  genetischer  nicht 
möglich  ist,  vollständig  an  seinem  Platze. 

Mit  Recht  macht  übrigens  A.  Mayr  ')  darauf  aufmerksam, 
dass  diejenigen  Ben^eise,  bei  denen  man  den  Satz  voraussetzt 
und  dann  nachweist,  dass  man  von  ihm  aus  in  rechtmässiger 


')  Schopenhauer:    Die    Welt    als  Wille   und    Vorstellung     I.  Ikl. 
1.  Buch.     §.  15. 

2)  Wundt:   Logik  IL     S.  14-5  ff. 

3)  Fliedner:    Syllogismus  und  Induction.     S.  35, 

4)  A.  Mayr :   a.  a.  0.     S.  197. 
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Aiiiilyse  zu  einer  Identität  gelangt,  abgekürzte  indirecte 
Beweise  sind,  und  dass  man  diesen  lieber  die  überzeugende 
Form  der  indirecten  Beweise  vorziehen  solle.  Denn  in  der 
Tliat  ist  das  identische  Resultat,  zu  dem  man  gelangt,  stumm, 
wenigstens  giebt  es  nur  zu  erkennen,  dass  der  Satz  richtig 
ist,  während  der  indirecte  Beweis  klarlegt ,  warum  er  nicht 
anders  lauten  kann.  Auch  scheint  mir  die  Bemerkung  Ma^-r's, 
dass  bei  dem  Beweise  durch  reine  Identität  zu  leicht  ein 
Zirkel  im  Beweise  gemacht  werden  kann,  einleuchtend,  da 
man  sehr  leicht  das  Ziel  des  Beweises,  die  Identität,  mit  im 
Beweise  verwertet.     Offenbar  wird,  wenn  nachgcAviesen  Averden 

soll,    dass  =  —  4-  —  ist,  der  Schluss 

in  m  m 

a  4-  b  \  /  a      ,      b  \ 


) '"  -  (» 


m      /  \'m  m 

a   -{-   b  =  —  m  4-    —  m  ,    also  «    4-  ft  =  a  -f    b 
m  m 

nicht  so  einleuchtend  sein,  als  wemi  man  von  der  Hypothese 

^  —   -I-   —   auso-ehend ,     auf    die    Unmöglichkeit 

m         ■^    m  m  ^ 

a   -\-    b    ^   a  -r   b  kommt. 


Die  contradictorische  Form  des  indirecten  Beweises. 

Der  contradictorische  oder,  wie  er  bisher  vielfach  genannt 
wurde ,  rein  aimgogische  Beweis  besteht  ähnlich  dem  dis- 
junctiven  in  einer  Reductio  ad  absurdum,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  bei  ih)n  das  contradictorische  Gegenteil  der 
Behauptung  selbst  in  seinen  Folgen  sich  in  Widersprüche 
verwickelt,  während  bei  letzterem  jedes  Glied  einer  voll- 
ständigen Disjunctionsrt'ihe  als  unmöglich  sich  herausstellte. 
Sein  Schema  ist  daher  folgendes : 

Behaui)tung:  Ä  ist  non-B. 
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Beweis:  Aiigeiiüinnieu  Ä  i.st  B,  .so  folii;t,  du  C  notwendige 
Folge  von  J)  ist,  auch  J  ist  C.  Dies  Urteil  steht  iil)er  im 
Widersj)ruche  mit  der  Voraussetzung  oder  mit  Axiomen  oder 
auch  mit  als  wahr  erkannten  Theoremen ;  daher  schliesst 
man.  dass  mit  der  Folge  Ä  ist  C  auch  der  Grund,  d.  i.  aber 
uusre  Hypothese  Ä  ist  B.  aufgehoben  werden  muss,  sodass: 
Ä  ist  non-B  resultiert.  Schon  aus  diesem  Schema  erhellt, 
dass  diese  Beweisform  den  Eindruck  der  grössten  Strenge 
macht.  Denn  nach  dem  dritten  logischen  Axiome ,  dem 
Satze  vom  ausgeschlossenen  Dritten,  kann  ein  bestimmtes 
l'rädicat  dem  Subjecte  entweder  nur  zugeschriel)en  oder  nur 
abgesprochen  werden ;  neben  der  Bejahung  und  der  reinen 
Verneinung  eines  Begriffs  kann  ein  Drittes  offenbar  nicht 
stattfinden.  Isur  darf  natürlich  die  Verneinung  kein  positives 
Element  in  sich  schliessen.  Hier  tritt  also  neben  dem  Satze 
vom  Grunde,  der  dieselbe  Rolle  wie  in  den  übrigen  indirecten 
Beweisformen  spielt,  noch  das  Principium  exclusi  tertii  auf. 

Wenn  Sigwart  ')  meint,  dass  der  a^iagogische  Be- 
weis (nach  seiner  eignen  Angabe  nur  eine  besondre  Form 
des  Beweises  durch  Ausschliessung)  nur  scheinbar  seine 
Kraft  von  dem  Satze  des  ausgeschlossenen  Dritten  ableitet, 
so  trifi't  er  damit,  wie  aus  dem  angeführten  Beispiele  hervor- 
geht, die  disjunctive.  nicht  aber  die  contradictorische  Form. 
Als  Beispiel  benutzt  er  nämlich  den  Satz : '-)  ,,Wenn  zwei 
grade  Linien  parallel  sind,  so  macht  eine  dritte  sie  schneidende 
mit  ihnen  die  Wechselwinkel  gleich.''  Der  Beweis  lautet: 
Wären  die  betrefienden  Winkel  nicht  gleich,  so  würde  folgen, 
dass  die  Innern  Winkel  zusammen  kleiner  als  zwei  Rechte, 
die  Linien  also,  nach  dem  bekannten  Postulate,  nicht  parallel 
wären.  Der  Widerspruch  mit  der  Voraussetzung  ergiebt, 
dass  es  falsch  ist,  dass  die  Wechselwinkel  nicht  gleich  sind, 
wahr  also,    dass  sie  gleich  sind.     Es   ist  nun  Sigwart  völlig 


1)  Sigwart:  Logik  I.     S.  50. 
2j  Euklid  I,  29. 
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zuzugeben,    wenn    er    sagt :  „Worauf   also   der  Beweis   ruht, 
ist  nicht,  dass  von  den  Sätzen : 

Die  zwei  Winkel  sind  gleich,  ^ 

Die  zwei  Winkel  sind  nicht  gleich, 

einer  notwendio-    wahr  ist.    sondern    dass  dies    "'ilt    von    den 

Sätzen  : 

Die  zwei  Winkel  sind  gleich, 

Der  eine  Winkel  ist  grösser  als  der  andre," 

nur  muss  zur  völligen  Strenge  noch  der  Fall  betrachtet 
werden,  dass  derselbe  eine  Winkel  kleiner  als  der  andre  ist. 
Sonnit  haben  wir  eine  Disjunction,  welche  allerdiugs  das 
Fundament  der  indirecten  Beweise  erster  Form  ist.  In 
Wirklichkeit  schliesst  auch  Euklid,  wie  Sigwart  verlangt: 
Wären  die  Winkel  ungleich,  so  niüsste  einer  davon  grösser 
als  der  andre  sein ;  nur  beschränkt  er  sich  der  genauen 
Analogie  beider  Fälle  wegen  auf  die  Durchführung  dieses  einen. 
Anders  verhält  es  sich  jedocli  mit  der  contradictorischen 
Form,  Avie  wir  aus  folgendem  Beispiele  entnehmen:  Euklid  ') 
beweist  den  Satz :  ,,Wenn  über  einer  graden  Linie  Ä^  aus 
ihren  Endpuncten  zwei  grade  Linien  A  C.  B  C  in  eiuem 
Puncte  C  zusammenlaufen,  so  laufen  nicht  über  derselben 
Linie  Ä  B  aus  eben  den  Puncten  zwei  andre  Grade,  die  den 
vorigen,  jede  jeder  für  sich,  gleich  sind,  in  einem  andern 
Puncte  an  eben  der  Seite  zusammen"  dadurch,  dass  er  das 
contradictorische  Gegenteil  als  möglich  setzt.  Gesetzt  nämlich  : 
die  l)eiden  andern  Linien  AD  =  AC  und  BD  =  BC 
liefen,  wenn  es  möglich  ist,  in  einem  andern  Puncte  D  zu- 
samnieii.  Verbinden  wir  dann  die  beiden  Puncto  D  und  C 
miteinander,  so  erhalten  wir  der  Voraussetzung  gemäss  ein 
gleichschenkliges  Dreieck ,  in  welchem  also  2i  A  D  C  = 
--^  2\ACD  ist ;  hieraus  folgt  aber,  dass  4  .4Z)(7  >  4  BCD, 
mithin  noch  vielmehr  2^  BD  0  >  2^  B  CD.  Da  nun  aber 
nach    der  Voraussetzung    auch    BD  =   B  C  ist,    so    müsste 

1)  1,  7. 
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auch  das  Dreieck  BDC  gleichscheiildiu;  und  2^  B D  C  = 
~2i  JBCDsein,  was  nidesseu  der  <)bi<ren  Folo-erung  widerspricht. 
Es  kaun  demgemäss  uusre  Annahme  eines  andern  Schnitt- 
punctes  der  Linien,  die  den  gestellten  Bedingungen  entsprechen, 
nicht  giltig  sein,  sodass,  da  jedes  Dritte  ausgeschlossen  ist, 
die  Behauptung  als  richtig  erwiesen  ist.  Dieses  Beisj)iel 
lelirt  uns,  dass  der  Beweis  durch  das  contradictorische  Gegen- 
teil in  der  Tliat  nur  auf  dem  Satze  vom  ausgeschlossenen 
Dritten  basiert. 

Zunächst  wird  sich  uns  nun  die  Frage  aufdrängen,  ob 
ein  eontradictorischer  Beweis  nur  für  negative  Sätze  mög- 
lich sei,  da  sowohl  das  Schema  wie  die  bisherigen  Beispiele 
dergleichen  behandelten.  Ott'enbar  ist  dies  das  Natürlichere, 
denn  wenn  in  einem  Urteile  einem  Subjecte  ein  Prädicat  ab- 
gesprochen wird,  so  fühlt  man  sich  unwillkürlich  bewogen 
nachzusehen,  ob  das  Prädicat  dem  Subjecte  wirklich  nicht 
beigelegt  werden  kann.  Ferner  aber  kann  aus  einem  rein 
negierenden  Urteile  seines  problematischen  Characters  wegen 
im  allgemeinen  keine  Folgerung  gezog-en  werden ,  sodass 
also  ein  directer  regressiver  Beweis  unmöglich  ist;  aber 
auch  ein  directer  progressiver  Beweis  kann  nicht  geführt 
werden,  da  dieser  doch  nur  die  Giltigkeit  eines  Satzes  auf- 
zeigen kann.  Wenn  nun  aber  Spinoza  z.  B.  den  negativen 
Satz :  ^)  Eine  Substanz  kann  nicht  von  einer  andern  Substanz 
hervorgebracht  werden,  direct  auf  folgende  Weise  zu  be- 
weisen versucht :  Es  kann  in  der  Xatur  nicht  zwei  Substan- 
zen von  demselben  Attribute  geben,  und  deshalb  kann  die 
eine  nicht  die  Ursache  der  andern  sein,  so  ist  darauf  auf- 
merksam zu  machen,  dass  dieser  kein  eigentliches  Theorem  ist, 
sondern  nur  eine  directe  Folgerung  aus  dem  negativen  Satze: 
Es  kann  in  der  Xatur  nicht  zwei  oder  mehrere  Substanzen 
von  demselben  Attribute  geben,  der  seinerseits  indirect  be- 
wiesen ist.  Aus  dem  nämlichen  Grunde  kaim  aber  auch 
der  Beweis    eines    affirmativen  Satzes    nicht    contradictorisch 


1)  Spinoza:  Ethik  I.     Lehrsatz  6. 
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sein,  da  ja  dann  die  Hypothese  ein  rein  negierendes,  also 
problematisches  Urteil  wäre,  aus  dem  nichts  geschlossen 
werden  kann. 

Zur  nähern  Erläuterung  ist  es  nötig,  auf  den  Begriff 
des  contradictorischen  Gegenteils  etwas  genauer  einzugehen. 
Zwei  Urteile  sind  einander  contradictorisch  entgegengesetzt, 
wenn  das  eine  die  blosse  Verneinung  des  andern  enthält; 
zwei  Begriffe,  von  denen  der  eine  genau  das  nämliche  be- 
jaht, was  der  andre  verneint,  stehen  in  contradictorischem 
Verhältnis  zu  einander.  Dies  wird  aber  nur  dann  der  Fall 
sein ,  wenn  der  einem  Begriffe  contradictorisch  entgegenge- 
setzte Begriff  sich  nur  negativ  definieren  lässt,  während 
sonst  nur  ein  conträrer  Gegensatz  vorliegt.  Demnach  kann 
es  hier  gar  nicht  darauf  ankommen,  ob  in  der  betreffenden 
Begritfssphäre  noch  ein  Drittes  existiert,  vielmehr  tritt  ein 
conträrer  Gegensatz  auch  überall  da  ein,  wo  nur  zwei  Glieder 
vorhanden  sind,  die  aber  beide  positive  Merkmale  enthalten, 
deren  Eigenschaften  also  bei  beiden  positiv  gegeben  zu  denken 
sind.  Dem  schliesst  sich  auch  Knauer  \)  an  mit  den  Worten : 
„Wohl  ist  es  möglich,  dass  auch  ausserhalb  des  Gebietes 
der  Contradiction  sich  das  strenge  Entweder  —  Oder,  welches 
jeden  dritten  Fall  ausschliesst,  anwenden  lässt;  möglich,  dass 
von  zwei  (Qualitäten  nur  eine  sein,  von  zwei  Fällen  nur  einer 
sein  kann."  „Wir  haben  dann  zwei  sich  streng  ausschliessende 
contraria  vor  uns."  Hiermit  stimmt  freilich  die  Definition  des 
contradictorischen  Gegenteils  nicht  ttberein,  die  darin  besteht, 
„dass  der  Gegensatz  zwischen  je  zwei  Gruppen  von  Gliedern, 
welche  zusammen  den  ganzen  Umfang  des  Prädicatsbegriffs 
ausmachen,  stets  ein  contradictorischer  ist,  da  nicht  nur  die 
Bejahung  der  einen  Gruppe  die  Verneinung  der  andern,  sondern 
auch  die  Verneinung  der  ersteren  die  Bejahung  der  letzteren 
in  sich  schliesst."  '^)  So  umfassen  z.  B.  die  Glieder  Prim- 
zahl und  Nicht-Primzahl  den   ganzen  Umfang  des   hier  vor- 


')  Knauer:  Conträr  und  Contradictorisch  etc.     S.   103. 
")  Lange;:  logische  Studien.     S.  105. 
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lienendcu  Begriffs,  sodass  die  Bojalump,'  des  einen  wirklich 
die  Verneinuno;  des  andern  nnd  umgekehrt  einschliesst. 
Trotzdem  liegt  hier  ein  conträrer  Gegensatz  vor,  da  beide 
Begriffe  positiv  definiert  werden  kihnien.  nämlich  die  Prim- 
zahl als  eine  Zahl,  die  l)ei  Division  durch  jede  andre  Zahl  ausser 
sich  selbst  und  der  Einheit  einen  Rest  lilsst,  während  die 
Nicht-l^rimzahl  eine  Zahl  ist,  die  durch  sich  selbst,  durch  die 
Einheit  nnd  noch  durch  gewisse  andre  Zahlen  teilbar  ist. 
Da  doch  unbedingt  zwei  assertorisch  affirmative  Sätze  nie 
in  Contradiction  stehen  können,  so  werden  wir  fiberall, 
wo  für  beide  Glieder  einer  Alternative  eine  zutreffende 
positive  Definition  möglich  ist,  das  Vorhandensein  eines 
conträren,  nicht  eines  contradictorischen  Gegensatzes  aner- 
kennen müssen.  *) 

Nach  diesen  Erörterungen  kann  man  natürlich  auch  die 
Einteilung-)  der  contradictorischen  Gegensätze  in  die  drei 
Arten:  1.  privativ  contradictorische  ohne  neue  Position, 
2.  positiv  contradictorische  mit  ausdrücklicher  Privation  und 
8.  positiv  contradictorische  ohne  Privation,  als  Gegensätze 
zu  rot  z.  ß.  1.  „nicht  rot"  (ohne  etwas  Andres  als  rot 
damit  zu  meinen),  2.  „nicht  rot"  (sondern  z.  B.  breit- 
schultrig) und  3.  „breitschultrig"  (in  Beziehung  auf  rot, 
aber  ohne  rot  ausdrücklich  zu  negieren)  nicht  billigen. 

Gehen  wir  nun  auf  unsre  ursprüngliche  Frage  zurück, 
so  erkennen  wir,  dass  bisher  viele  indirecte  Beweise  dieser 
Form  zugezählt  worden  sind,  die  jedoch  der  conträren  an- 
gehören. Ein  affirmatives  Urteil  würde  eben,  wenn  es  con- 
tradictorisch  bewiesen  werden  sollte,  das  Setzen  einer  Hy- 
pothese verlangen,  die  nur  negative  Merkmale  an  sich  trüge 
und  daher  im  allgemeinen  nicht  weiter  entwickelt  werden 
könnte.  ^)  Wo  die  Giltigkeit  eines  affirmativen  Satzes  wirklich 
auf   contradictorische  Art   nachgewiesen  werden  soll,   da  ist 


1)  Wundt:  Logik.  II.     S.  70. 

2)  E.  V.  Hartmann :  Über  die  dialectische  Methode.     S.  101. 
3j  Wundt:  a.  a.  0.     S.  73 
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sicher  die  deni  Ijehanjiteten  Satze  entgegenstellende  Annahme 
nur  conträr  zu  ihm.  Deswegen  ist  aber  auch  die  Bedeutung 
der  contradictorischeu  Beweisform  eine  untergeordnete. 

In  Betreff  ihrer  Anwendliarkeit  gehingt  auch  Krähe  *) 
zu  einem  ähnlichen  Resultate:  ^Bedenklich  bleibt  aber  der 
indirecte  Beweis  immer,  wenn  er  in  contradictorischer  Form 
einen  afhrmativen  Satz  begründen  will.  Seine  Anwendung 
ist  daher  nach  dieser  Seite  hin  auf  das  geringste  Mass  ein- 
zuschränken." Diesen  Schluss  begründet  er  jedoch  nur 
damit,  dass  er  angiel)t :  ,In  den  meisten  Beweisen  der  con- 
tradictorischeu Form  teilt  sich  das  contradictorische  Gegen- 
teil wieder  in  mehrere ,  zinn  mindesten  in  zwei,  Möglich- 
keiten. Das  contradictorische  Verhältnis  findet  dann  also 
nur  dem  Namen  nach  statt,  während  es  in  Wirklichkeit  ein 
disjunctives  ist."  Hierzu  ist  zu  bemerken,  dass,  falls  dieser 
Fall  eintritt ,  diese  Thatsache  doch  keineswegs  die  Un- 
brauchbarkeit  der  contradictorischeu  Form  zur  Begründung 
von  affirmativen  Sätzen  beweist.  Freilich  ist  in  diesem 
Falle  der  indirecte  Beweis  falsch ,  aber  nicht,  weil  die  con- 
tradictorische Form  ungeeignet  ist,  sondern  weil  Disjunctions- 
glieder  vergessen  sind.  Der  contradictorische  Beweis  ist 
somit  eigentlich  nur  für  negative  Sätze  verwendbar. 

Soviel  über  die  Anwendbarkeit  des  contradictorischen 
Beweises.  Im  nun  auch  eine  Wertschätzung  desselben  vor- 
nehmen zu  können,  sehen  wir  uns  genötigt,  noch  einige 
Beweise  dieser  Art  heranzuzielien  und  genauer  zu  luiter- 
suchen. 

Der  Satz:'-)  ,,Wenn  in  einem  Kreise  zwei  grade  Linien, 
die  nicht  durch  den  Mitteliiunct  gelien,  einander  schneiden, 
so  halbieren  sie  einander  nicht''  wird  contradictorisch  bewiesen, 
denn  grade  Linien,  die  sich  nicht  halbieren,  schneiden  sich 
in  einem  andern  Verhältnis  als  1:1,  kömien  also  nur  durch 
diese    Bestimmung,    welche    einen     lu'gativen    Simi    enthält. 


1)  Krüho:  a.  a.  <).     8.  19. 

2)  Kukli.l:  III.  4. 
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definiert  werden.  Xebmen  wir  nun  an,  dass  die  beiden 
Linien  unter  obiger  Voraussetzung  einander  lialbierten,  so 
stebt.  wenn  man  ibren  Durchscdmittspnnct  mit  dem  Kreis- 
mittelpuncte  verbindet,  nach  dem  unmittelbar  vorbergehenden 
Satze:  ^Weun  in  einem  Kreise  eine  durcb  den  Mittelpunct 
gebende  Grade  eine  andre  nicbt  durcb  den  Mittelpunct 
gehende  bal])iei-t.  so  schneidet  sie  dieselbe  senkrecht^'  diese 
Verbindungslinie  auf  beiden  Graden  senkrecht ,  da  sie  ja 
beide  halbieren  niuss.  Dies  ist  jedoch  unmöglich,  da  beide 
Winkel,  welche  die  Verbindungslinie  mit  den  Graden  bildet. 
ungleich  sein  müssen,  weil  ja  nach  der  Voraussetzung  die 
Graden  sich  unter  einem  Winkel  schneiden. 

Hiermit  ist  durch  die  Rednctio  ad  absurdum  des  Gej^en- 
teils  ein  Satz  nachgewiesen,  der  selbst  schon  aus  dem  vorher- 
gehenden folgt ,  also  keine  besondere  neue  Behauptung 
enthält.  Ganz  Analoges  lehrt  der  Nachweis,  ^)  dass  zwei 
Zahlen  einander  nicht  messen,  wenn  ihre  Quadrate  einander 
nicht  messen ;  denn  nimmt  man  an.  die  eine  Zahl  sei  durch 
die  andre  teilbar,  so  müsste  dies  auch  von  den  resp. 
Quadraten  gelten. 

In  völlig  correcter  Form  wird  ferner  geschlossen : "'') 
„Die  Lage  eines  in  einer  Graden,  die  beiderseits  in  das  L^n- 
endliche  reicht,  beliebig  angenommenen  Punctes  ist  nach 
beiden  Seiten  der  Graden  ganz  ähnlich,  bietet  auch  nur  lauter 
solche  begrifflich  erfassbare  Merkmale  dar.  wie  sie  die  Lage 
jedes  andern  Punctes  der  Art  hat.  Gleichwohl  lässt  sich 
nicht  sagen,  dass  solch  ein  Punct  die  Linie  in  zwei  gleich 
lange  Teile  zerlege.  Denn  dürften  wir  dies  von  einem 
Puncte  a  sagen,  so  müssteu  wir  es  auch  von  jedem  andern 
b  aus  gleichem  Grunde  behaupten,  was  sich  doch  wider- 
spricht, indem,  wenn  aR  —  aS  wäre,  nicht  auch  hR  =  hS 
d.  i.  nämlich  ha  +  aR  —  aS  —  ab  sein  könnte.  Wir 
müssen  also  vielmehr  behaupten,  dass  eine  beiderseits  unbe- 


1)  Euklid  VIII.  16. 

-)  Bolzano  :  Paradoxieen  des  Unendlichen,     p.    10t. 
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grenzte  Grade  gar  keinen  Mittelpinict ,  d.  h.  gar  keinen 
Punct  habe,  der  durch  sein  blosses  begrifflich  auffassbares 
Verhältnis  zu  dieser  Linie  bestimmt  werden  könnte. 

Auch  hier  sehen  wir  aber  mit  der  vorausgesandten  Ab- 
leitung eines  Satzes  einen  contradictorischen  Beweis  verbunden, 
der  die  Evidenz  des  Satzes  erhöht,  indem  er  zeigt,  dass  eine 
andre  Annahme  ausgeschlossen  ist. 

Dies  sehen  wir  auch,  wenn  wir  nachweisen,  dass  die 
r-Fuuction  (oder  das  Euler'sche  Integral  zweiter  Gattung) 
r[x)  sich  nicht  in  eine  Potenzreihe  von  der  Form : 

r  (x)   =  a„   -f-  a^  X  -^   a.^  x-   -j-  a.^  a;*   -f   .  .  .  . 
entwickeln  lässt.     Denn  nehmen  wir  die  Entwickelbarkeit  an, 
so  ergiebt  sich  für  ic   =   0  die  Gleichung 

r(o)  =  %. 

Nun  ist  aber  für  x  =   0,  wie  aus  der  Definition 

1^  (r\   —     lim    \  .  2  .  ^ n ^_^ 

'   ^^^   -  n  ^  CO  x{x  +   \)  .  .  .  .  {x  -^  n  —  V) 
hervorgeht,  des  verschwindenden  Nenners  wegen 

reo)  =  OD, 

woraus  sofort  die  Unmöglichkeit  unsrer  Annahme  und  die 
Richtio-keit  des  Satzes  folgt. 

Auch  hier  l)eweist  der  Satz  nichts  wesentlich  Neues, 
da  das  Resultat  eigentlich  schon  in  der  Definition  der 
F-Function  gegeben  ist. 

Diese  Beispiele  mögen  genügen.  Aus  ihnen  dürfte 
zunächst  hervorgehen,  dass  der  contradictorische  Beweis, 
richtig  angewendet,  wohl  geeignet  ist,  negative  Sätze  dadurch 
evident  zumachen,  dass  er  die  der  Behauptung  contradictorisch 
entgegenstehende  Annahme  widerlegt.  Dagegen  ist  er  schon 
deshalb  von  geringem  wissenschaftlichen  Werte,  da  er  im 
wesentlichen    nur   negative    Sätze    zu    stützen    vermag.      So 

wird  z.  B.  durch  den  Beweis:   „Wäre  Y ci  =   —  (wo  a   als 

ganze  Zahl  vorausgesetzt   wird)    ein    irreducibler   Bruch,    so 

wäre  a  =    -  ,  da  -^  auch  irreducibel  ist,  keine  ganze  Zahl" 
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zunächst  nur  gezeifjt,  dass  die  Quadratwurzel  aus  einer 
ganzen  Zahl  k<?in  Bruch  sein  kann.  Dagegen  ist  dieser 
contradictorische  Beweis  ')  viel  strenger  als  der  durch  In- 
duction  an  einzelnen  Beispielen  gefundene  Schluss  '^).  Bei 
wirklich  negativen  Sätzen  kann  er  auch,  da  der  reinen  Ver- 
neinung nur  die  Bejahung  gegenüber  stehen  kann,  unbeschadet 
angewendet  werden.  Aber  dieselben  sind  an  sich  schon 
äusserst  selten  und  dann  der  Hauptsache  nach  in  vorher- 
gehenden enthalten,  sie  sind  meist  nur  Umformungen  von 
schon  erwiesenen  affirmativen-  Theoremen.  Daher  kann 
das  Urteil  A.  Mayr's  :  ,,Conti*adictorisch  -wird  bewiesen  und 
muss  bewiesen  werden,  wenn  ein  w-ahrhaft  neuer  Satz  mit 
vorhergehenden  Sätzen  in  Zusammenhang  gebracht  werden 
soll,  obgleich  er  nicht  unmittelbar  in  ihm  enthalten  ist" 
auf  unsre  specielle  contradictorische  Beweisform  keine  An- 
Wendung  finden,  während  Avir  bei  der  disjunctiven  Form 
wohl  Beweisversuche  für  Principien  gefunden  haben.  Überall 
da  aber,  wo  ein  affirmativer  Satz  scheinbar  auf  contra- 
dictorische Art  nachgewiesen  werden  soll,  haben  war  genau 
zu  untersuchen,  ob  der  Hypothese  nicht  vielmehr  ein  conträres 
Verhältnis  zur  Behauptung  zuzuschreiben  ist. 

Der  contradictorische  Beweis  besitzt  also  einen  weit 
geringeren  wissenschaftlichen  Wert  als  die  disjunctive  Form 
und  als  man  bisher,  da  stets  der  conträre  Beweis  mit  ihm 
vermengt  wurde,  angenommen  hat.  Thatsächlich  findet  man 
ihn  auch  in  neuerer  Zeit  sehr  wenig  benutzt. 


Die  conträre  Form  des  indirecten  Beweises. 

Die  conträre  Form  des  iudiiecten  Beweises  stützt  sich 
auf  ein  alternatives  Urteil  mit  positiv  bestimmten  Begriffen 
von  der  Form :  A  ist  entweder  B  oder  C.  *)     Sie  ward  daher 


1)  Baltzer:  Elemente  der  Mathematik.    5.  Aufl.  I.  Bd.  p.  105.  4. 

2)  Euler:  Vollständige  Anleitung  zur  Algebra.     Cap.   12. 
3j  Wundt:  a.  a.  0.     S.  70. 

4* 
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z.    B.    bei    folgendem   Falle    eintreten :    Die    Convergenz  der 
geometrischen  Reihe: 

U  =   l   -\-  X  -]-  x'  -h +  j."  4 

wo  X  eine  reelle  positive  Grösse  sein  soll,  hängt  ab  von  dem 
Verhalten  der  Snmme  der  u  ersten  Glieder  bei  wachsendem  n. 

\   x" 

Diese    Summe:      U„  =       kann    mit    wachsendem    n 

l    —  X 

sich  entweder  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  nähern 
oder  über  alle  Grenzen  zunehmen.  Hier  liegt  demnach  ein 
conträres  Verhältnis  vor  (S.  4(i).  Dass  nun  für  a;  <  1  diese 
Summe  mit  wachsendem  n  sich  einer  bestimmten  endlichen 
Grenze  nähert,  und  somit  die  Reihe  für  x  <  i  con vergiert, 
beweist  sich  einfach  auf  folgende  Weise  ^) :  Die  Entscheidung 
hängt  von  der  Potenz  x"  ab,  die  mit  zunehmendem  n  offen- 
bar wachsend  oder  abnehmend  verharrt ,  je  nachdem  x  die 
Einheit  übersteigt  oder  durch  einen  echten  Bruch  dargestellt 
wird.  Nehmen  wnr  nun  an,  die  vorgelegte  Reihe  sei  für 
X  <  l  nicht  convergent,  so  müsste  es  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Grenzwert  ö  geben ,  welchen  der  Wert  von  x" 
beim  Abnehmen  für  unbegrenzt  wachsende  Werte  von  n 
nicht  überschreitet,  während  jeder  beliebige  grössere  Wert 
i  noch  übersprungen  würde,  wenn  man  nur  n  gross  genug 
wählt.  Wir  haben  also  für  solche  Werte  von  n  die  doppelte 
Ungleichung  J  >   x"  >   S, 

oder  noch  vielmehr       Jx  >   x"  +  ^    >  S. 
Nun  ist  aber //ganz  beliebig,  nur  >  d  gewählt;  wir  können 

es  daher  so  festsetzen,  dass  es   >  6  aber   <   —   ist ,    sodass 

X 

o-ilt:  — >   <y  >   S. 
^  X 

Mnltiplicieren  wir  diese  Ungleichung  mit  x,  so  folgt: 
ö   >   Jx  >   ö  X,  also  d  >   Jx. 


1)  Si:-hei1)ncr  ;  Über  uiiciHllichc  licilu-n  iiml  diTcn  Convcrgcnz.  .S.  7. 
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Dies  ist  ;il)(M'  ein  ottV'iibarer  Widersprucli  mit  dein  ol)i!^('n 
Resultate  /.r  ^  S,  sodass  inithiii  ,  da  iinsro  Rfchmiiig  ge- 
stattet war,    unsre    erste    Annahme    nicht  richtig  sein  kann. 

Mithin  niuss  gelten:      ''"^    x"  =   0. 

f?  « =00 

Ist  dies  aber  der  Fall,  so  ist  damit  nacligewieson .    dass 

ü  = ist.  d.  h.  dass  die  geometrische  Reihe  für  x  <C  1 

1  —  X 

convergiert.    Unmittelbar  aus  der  Erfahrnng  lässt  sich  diese 

l  x>> 

Erkenntnis  direct  erzielen,   wenn  wir  nur  in   U,,   = 

1  —  X 

für  X  <C  1  einen  beliebigen  echten  Bruch  wählen.  Durch 
Potenzieren  wird  derselbe  immer  kleiner .  wie  uns  durch 
häufige  Anschauung  oder  Experimente  bekannt  ist.  bis  wir 
endlich  bei  immer  mehr  anwachsendem  Exponenten  n  für 
lim    ^n  ^i[^  Grenze  0  erhalten  ').     Hier  erscheint  mir  sogar 

der  indirecte  Beweis,  der  durch  erlaubte  Rechnung  auf  die 
Unmöglichkeit  der  gegenteiligen  Annahme  führt,  noch  ge- 
nauer und  allgemeiner ,  als  der  directe  zu  sein ,  der  aus 
blosser  Induction  die  Richtigkeit  der  Behauptung  erschliesst. 
Ein  andrer  directer  Beweis  '^) ,  der  für  diesen  Satz  versucht 
ist,  steht  dem  obigen  indirecten  schon  seiner  grossen  Um- 
ständlichkeit und  dadurch  bedingten  geringen  Übersichtlich- 
keit wegen  nach.  Freilich  sieht  man  auch  hier  recht 
deutlich,  dass  der  indirecte  Weg  eine  Einsicht  in  die  Quelle 
der  Erkenntnis  durchaus  nicht  gestattet. 

Da  ferner,  Avie  wir  oben  (S.  47)  gesehen  haben,  der 
Gegensatz  zwischen  Prim-  und  zusammengesetzten  Zahlen 
ebenfalls  ein  conträrer  ist.  gehört  hierher  auch  folgender 
Beweis:^)  Wenn  die  Zahl  a  zwischen  r^  und  (r  -\-  ij"^  liegt 
und  durch  die  Primzahlen,  welche  kleiner  als  r  sind,  nicht 
teilbar    ist,    so   ist   sie    eine  Primzahl.     Gesetzt  a   wäre  eine 


1)  Schlömilch :  Algebrcaische  Analysis.     S.  89 

2)  Bolzano :  Paradoxieen  des  Unendlichen.     S.  2o. 

')  Baltzer:  Elemente  der  Mathematik.  I.     5.  Aufl.  S.  86. 
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Nicht-Primzahl,  sondern  durch  die  Primzahl  r  -|-  s  teilbar, 
so  wäre  a  =  (r  -\-  s)  x  durch  x  teilbar.     Xun  ist 

r   -f   s  r  -t-  s 

d.  h.  aber  entweder  eine  Primzahl,  die  r  nicht  übersteigt,  oder 
durch  eine  solche  teilbar.  Dann  wäre  a  durch  eine  Primzahl 
unter  r  teilbar  gegen  die  Voraussetzung,  folglich  muss  a  eine 
Primzahl  sein. 

Von  der  grossen  Anzahl  der  Anwendungen  dieser  Be- 
weisform  bei  Euklid  sei  nur  der  Schluss  hervorgehoben,  mit 
dem  gezeigt  wird,  dass  der  Radius  eines  Kreises  auf  der 
Tangente  in  dem  Berührungspuncte  senkrecht  stehe.  ')  Wäre 
der  Radius,  wird  argumentiert,  nicht  senkrecht,  bildete  er  also 
mit  der  Tangente  keinen  rechten,  sondern  einen  spitzen  oder 
stumpfen  Winkel,  so  müsste  irgend  eine  andre  Grade  vom 
Kreismittelpunkte  aus  auf  der  Tangente  senkrecht  stehen. 
Diese  Linie  würde  dann  ul)er  kleiner  als  der  Radius  des 
Kreises  werden,  was  jedoch  unmöglich  ist.  Ahnlich  wird 
gezeigt,  '^)  dass  relative  Primzahlen  die  kleinsten  unter  allen 
Zahlen  sind,  welche  mit  ihnen  einerlei  Verhältnis  haben, 
dadurch  dass  die  conträr  entgegengesetzte  Annahme  zu  dem 
der  Voraussetzung  widersprechenden  Urteile  führt,  dass  die 
relativen  Primzahlen  durch  ein  und  dieselbe  Zahl  teilbar 
sein  müssten. 

Auch  in  der  Metaphysik  ist  diese  allgemeine  c  o  n  t  r  ä  r  e 
Beweisform  (wie  wir  sie  nennen  wollen)  sehr  häufig  benutzt 
worden,  wie  zu  dem  Satze,  dass  die  schlechthin  unendliche 
Substanz  unteilbar,  oder  auch  dass  jede  Substanz  unendlich 
ist '^)  und  dergl.  Hier  erscheint  aber  die  merkwürdige  That- 
sache,  dass  mit  Hilfe  dieses  Beweises  entgegengesetzte  Be- 
hauptungen,   wie    Thesis    und    Antithesis,    gestützt    werden. 


1)  Euklid:  111.  18. 

2)  Vll.  28. 

3)  Spinoza:  Ethik.  I.  Lehrsatz  Vi.  8. 
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Dies  sehen  wir  z.  B.'  )  daran,  dass  sowohl  der  Satz:  „Jede 
Bewegungsursache  liegt  ausserhalb  des  Bewegten"  als  auch 
der  entgegengesetzte  :  „Jede  Bewegungsursache  liegt  innerhalb 
des  Bewegten''  conträr  bewiesen  wird.  Nehmen  wir  nämlich 
erstens  an,  dass  die  Wirkung  von  ihrer  Ursache  nicht 
getrennt  wäre,  so  könnten  wir  Ursache  und  Wirkung  nicht 
unterscheiden.'  Sobald  aber  Ursache  und  Wirkung  eins 
wären,  würden  sie  sich  gegenseitig  aufheben.  AVollten  wir 
dagegen  annehmen,  dass  eine  Wirkung  da  geschieht,  wo 
keine  Ursache  ist,  so  hiesse  dies,  dass  eine  Wii'kung  ohne 
Ursache  geschehe.  Der  Widerspruch  löst  sich  hier  einfach, 
indem  ja  die  notwendige  Coexistenz  der  Begriffe  in  diesen 
Beweisen  in  eine  räumliche  Coexistenz  in  der  Erscheinung 
verwandelt  wird.  Daher  liegt  aber  auch  die  Schuld  an 
diesen  Antinomieen  nicht  an  der  Form  des  conträren  Be- 
weises, sondern  nur  an  der  mangelhaften  Schärfe  der  Begriffe 
und  Urteile  der  Wissenschaft.  Denn  wenn  zur  Evidenz 
einer  Wahrheit  ausser  der  Gewissheit  auch  noch  die  Fass- 
lichkeit  -)  gehört,  d.  h.  die  Eigenschaft,  dass  ein  jeder,  der 
den  Beweis  nur  einmal  begriffen  hat,  sogleich  von  der 
Wahrheit  völlig  überzeugt  und  so  beruhigt  sein  muss,  dass 
er  nicht  die  geringste  AVidersetzlichkeit  bei  sich  verspürt, 
dieselbe  anzunehmen,  so  ist  auch  sicher,  dass  die  meta- 
physischen Wahrheiten ,  wenn  auch  vielleicht  derselben 
Gewissheit,  so  doch  sicher  nicht  derselben  Fasslichkeit  fähig 
sind  als  die  mathematischen.  Sollten  die  Begriffe  der 
Metaphysik  und  andrer  Wissenschaften  einmal  so  klar  und 
unzAveideutig  gestaltet  werden  können,  wie  die  mathematischen 
es  sind,  so  dürfte  auch  der  allgemeine  conträre  Beweis, 
wenn  vielleicht  auch  noch  immer  unter  Einschränkungen, 
in  ihnen  seinen  Platz  finden  und  zur  Erweiterung  des  Wissens 
beitragen  helfen. 


1)  Wundt :  die   physikalischen  Axiome  etc.     S.  80.     Hierher  ge- 
hören auch  die  Beweise  der  Kant'schen  Antinomieen. 

2)  Mendelssohn :  Evidenz  in  metaphysischen  Wissenschaften. 
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Hiermit  ist  alier  die  Anwendung  unsrer  Beweisi'orm 
durchaus  noch  niclit  erschöjift.  Die  conträre  Form  des 
indirecten  Beweises  liegt  auch  in  schon  früher  be- 
merkten Fällen  vor.  Denn  Lamherl  teilt  die  Beweise  ein, 
wie  folgt:  *)   „Ein  Satz  wird  extensiv  bewiesen,  wenn  er  aus 

Gründen    direct  hergeleitet    wird." »Fin  Satz    wird 

apagogisch  erwiesen,  wenn  man  den  entgegengesetzten  auf's 
Ungereimte  bringt.  Ist  der  Satz  bejahend,  so  ist  der  Gegen- 
satz verneinend.  Aus  diesem  wird  etwas  hergeleitet,  das 
entweder  der  Voraussetzung  oder  den  Grundsätzen  oder  den 
erwiesenen  Sätzen  widerspricht  und  daher  gezeigt,  der  Gegen- 
satz sei  falsch,  also  der  Satz  selbst  wahr.  Auf  eine  andre 
Art  lässt  sicli  ein  Satz  indirect  erweisen,  wenn  man  aus  dem 
Gegensatze  denselben  direct  herleitet.  Man  zeigt  hierbei, 
dass  alle  Ausflüchte  uns  wieder  auf  den  Satz  führen,  man 
mag  die  Sache  kehren,  wie  man  will."  Die  Form  dieser 
drei  Beweisarten  stellt  er  dann  dar:  „Der  zu  beweisende 
Satz  sei:  Alles  A  ist  B,  so  sagt  der  directe  Beweis:  er  fliesst 
aus  den  Grüuden  31,  N,  P  u.  s.  w.  ;  der  apagogische :  das 
Gegenteil  fällt  in's  Absurde,  alle  Ausflüchte  sind  contra- 
dictorisch  ;  der  zurückführende:  alle  Ausflüchte  fuhren  dennoch 
wieder  auf  den  Satz,  er  folgt  sogar  aus  dem  Gegenteil,  wer 
es  leugnet,  muss  es  auch  sogleich  zugeben."  Mit  diesem 
X  u  r  ü  c  k  f  ü  h  r  e  n  d  e  n  Beweise  ist  aber  die  zweite  Form  unsers 
conträren  Beweises  characterisiert.  Denn  betrachten  wir 
ein  Beispiel  dieser  conträren  Beweisforni,  die,  wie  wir  oben 
(S.  l(j)  gesehen  hu])en,  immer  vorliegt,  wenn  eine  unbe- 
stimmte Anzahl  von  Möglichkeiten  denkl)ar  ist,  die  der 
behau])teten  conträr  gegenübersteht,  z.  B.  den  Satz,  dass 
eine  quadratische  Gleichung  nie  mehr  als  zwei  Wurzeln 
haben  könne,  '•)  so  erkennen  wir,  dass  der  Beweis  nach 
Lambert's    Angabe    sich    gestaltet.      Gesetzt    nämlich,    man 


1)  Liimlx'ii  :    Loi^isclie    und  ])liiloso))lüsclu'    AMiaiuiluui^en ,  hrsg. 
von  .loli.  Benioulli.     IL  Bd.     8.  15  u.  16. 

2)  Sanso :  Anfangsgründe  der  Grössenlelu'e.     IV.  Teil.     p.  57. 
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l)(^liauj)tot(',  die  (ileiclmng  x''  —  a  iV  -^  h  =  0  lialic  ausser 
a  und  b  noch  andre  Wurzeln,  aus  denen  wir  /,.  B.  c  heraus- 
greifen, so  müsste  ausser  x'-  —  a x  +  b  --  (x  —  a)  (x  —  h) 
auch  noch  x''  —  ax  -\-  h  =  (x,  —  n^  x  —  z)  gelten,  daher 
auch  {x  —  a)  (x  —  li^  =^  (x  —  ^)  (x  —  z)  und  mithin 
X  —  "^  =  X  —  c  und  endlich  b  =  c.  Dies  Resultat  lehrt 
aber,  dass  eine  vorgebliche  dritte  AVur/el  c  einer  der  beiden 
andern  gleich  ist  oder  mit  andern  Worten  :  die  quadratische 
Gleichung  hat  nur  die  beiden  Wurzeln  a  und  b.  Zu  dem 
obigen  Resultate  würden  wir  nämlich  auch  kommen,  wenn 
mau  noch  irgend  eine  andre  Wurzel  der  Gleichung  als  Hy- 
pothese einführte.  Wir  sehen  also,  dass  alle  Ausflüchte, 
d.  h.  alle  andern  Annahmen  wieder  auf  die  ursprüngliche 
Behauptung  führen,  sodass  also  derjenige,  der  die  Wahrheit 
des  Satzes  leugnet,  dieselbe  doch  alsbald  zugiebt.  Aber 
Lambert  beschränkt  sich  nur  auf  diese  Andeutung,  eine 
Untersuchung  dieser  Beweisfoi-m  liefert  er  so  wenig  wie 
irgend  ein  andrer. 

Und  doch  ist  grade  diese  Art  des  indirecten  Beweises 
in  der  Mathematik  überaus  häufig  anzutreffen,  so  z.  B.  für 
den  folgenden  Satz :  ^)  -Die  inversen  Operationen  sind  ein- 
deutig im  Gebiete  der  natürlichen  (d.  h.  positiven  ganzen) 
Zahlen,"  der  auch  ausgesprochen  wird:  „Es  giebt  nur  eine 
einzige  Zahl .  welche  mit  einer  gegebenen  Zahl  addiert, 
multipliciert.  potenziert  oder  expouenziert  ein  bestimmtes 
Resultat  liefert."  Ist  nämlich  a  —  h  —  x  und  wir  nehmen 
an,  dass  diese  Operation  nicht  eindeutig,  sondern  beliebig 
vieldeutig  ist,  so  werden  wir,  wenn  wir  als  Ausdruck  der 
Vieldeutigkeit  die  Zweideutigkeit  unsrer  Operation  setzen, 
auch  haben :  a  —  h  ---  a; , .  Wir  erhalten  somit  x  ^r  ^  —  ^ 
und  X  ^  -\-  h  =  a,  also  auch  x  -^  h  =  x  ^  +  />•  Unser 
Satz  behauptet  nun,  dass  dann  a: ,  =  a:  sein  soll.  Da  wir 
nun  das  Gegenteil  angenommen  haben,  so  kann  entweder 
gelten    a? ,    >   a;  oder  a; ,    <   a; :  in  diesem  Falle  würde  aber 


1)  Schröder  :   Arithmetik  und   Algeljr.i.     I. 
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auch  a;  I    -}-  b  >  x  -\-  b  oder  a: ,   -\-  b  <_  x  ■]-  b  sein  müssen. 
Dies  widerspricht  jedoch  dem  obigen  Resultate 

X  -\-  b  =  a  =  X  ^  -f6. 
Hier  sind  nun  zwei  indirecte  Beweise  in  einander  geschachtelt 
und  zwar  in  einen  conträren  ein  solcher  von  disjunctiver 
Form.  Offenbar  ist  aber  der  letztere  völlig  überflüssig,  da 
schon  aus  der  ersten  Annahme ,  dass  neben  a  —  b  =  x 
auch  noch  a  —  b  =  x  ^  bestehe,  notwendig  x  =  x  ^  folgt. 
Der  Beweis  durch  Ausschliessung  ist  nur  hinzugefügt  um 
ein  genaues  Schlussverfahren  zu  erzielen  und  dadurch  die 
Notwendigkeit  des  Satzes  zu  erhöhen ,  ohne  jedoch  dies 
wirklich  zu  leisten.  Aber  auch  der  conträre  Beweis  bietet 
uns  nichts,  was  nicht  schon  unmittelbar  aus  der  Anschauung 
hervorgeht.  Denn  wenn  ich  eine  positive  ganze  Zahl  von 
einer  eben  solchen  subtrahiere,  so  kann  nur  wieder  eine 
einzige  bestimmte  natürliche  Zahl  entstehen,  vorausgesetzt 
natürlich,  dass  diese  Operation  überhaupt  in  diesem  Zahlen- 
gebiete möglich  ist.  Um  diesen  Satz  zu  erläutern,  seine 
Wahrheit  schlagend  darzustellen,  wird  der  Versuch  unter- 
nommen neben  a  —  b  =  x  noch  a  —  &  =  a; ,  anzunehmen, 
was  notwendig  auf  die  Bedingung  x  =  x  i  führt.  In  der 
That  werden  wir  bei  dieser  Beweisform  öfter  nur  eine  Er- 
läuterung, aber  nicht  einen  eigentlichen  Beweis  finden  und 
zwar  überall  da,  wo  es  sich,  wie  ja  auch  im  vorigen  Bei- 
spiele, um  Begründung  von  Principien  handelt.  Hierzu 
genüge  es  noch  auf  ein  Beispiel  eines  conträren  Beweis- 
versuches hinzuweisen,  avo  die  ganze  Schlussfolge  nichts  als 
eine  demonstratio  ad  oculos  ist,  indem  sie  nur  auf  apagogische 
Art  zur  unmittelbaren  Anschauung  hinleitet.  Es  handelt 
sich  nämlich  um  das  Theorem:*)  „Wenn  sich  die  Einheiten 
einer  Menge  Ä  von  Objecten  so  eindeutig  verknüpfen  lassen 
mit  den  Einheiten  einer  andern  Menge  J5,  dass  kein  Rest 
übrig  bleibt  (wenn  also  beiderlei  Einheiten  ,,in  gleicher  An- 
zahl" vorhanden  sind),    so  ist  keine  eindeutige  Verknüpfung 


1)  Schröder  a.  a.  0.     «.  19. 
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zwischen  iliiieii  niöglicb,  bei  der  ein  Kest  bliebe ;  es  muss 
also  auch  jede  andre  eindeutige  Verknüpfung  ohne  Rest 
aufgehen."  Wir  nehmen  an,  dass  neben  der  Verknüpfung 
der  Elemente  ohne  Rest  noch  andre  mit  Rest  möglich  sein 
könnten  und  weisen  an  einer  von  diesen  letzteren  die  Un- 
möglichkeit nach.  Dies  geschieht  aber  nur  dadurch,  dass 
ich  successive  von  jeder  der  beiden  Mengen  A  und  5  die 
entsprechenden  Glieder  a  und  &,  dann  a '  und  h ',  a "  und 
h "  u.  s.  w.  weglasse.  Hierdurch  gewinne  ich  immer  neue 
Mengen ,  bis  ich,  da  A  endlich  vorausgesetzt  ist ,  zuletzt 
auf  eine  Menge  A^"^  stossen  muss,  die  nur  eine  Einheit  a*'"^ 
noch  enthält;  dann  kann  aber  auch  die  resultierende  Menge 
ß(>o  iiuj.  noch  ein  Element  h^"^  enthalten,  sodass  nur  eine 
Verknüpfung  ohne  liest  möglich  ist.  Wenn  man  diese 
Schlussfolge  rückwärts  verfolgt,  so  gelangt  man  auf  rein 
inductivem  Wege  zu  dem  nämlichen  Satze.  Daher  ist  es 
geboten,  hier  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  es  bei 
Axiomen  oder  diesen  nahe  stehenden  Sätzen  ein  altes  Be- 
streben der  Mathematiker  ist,  die  Spuren  der  Induction  zu 
verwischen,  dass  aber  die  angeblich  deductiven  Beweise,  die 
dieses  leisten  sollen,  nichts  andres  enthalten,  als  dass  sie  — 
meist  in  apagogischer  Art  —  ein  Inductionsverfahren,  aber 
in  umgekehrter  Richtung,  schildern.  ') 

Vollständig  correcte  Beweise  der  zweiten  conträren 
Form  sind  dagegen  diejenigen ,  welche  den  Nachweis  zum 
Zwecke  haben ,  dass  eine  Function  nur  in  einer  Weise  in 
eine  bestimmte  Reihe  entwickelt  werden  kann  z.  B.  '^)  „Eine 
jede  von  if  =  0  bis  i>  =  n  und  von  ff  =  0  bis  7>  =  'In 
willkürlich  gegebene  Funktion  f  (^.  tf),  die  für  alle  Änderungen 
von  ^  und  cp  sich  stetig  ändert ,  ist  nur  auf  eine  Art  in 
eine  Reihe  von  Kugelfunctionen  entwickelbar."  Der  Beweis 
nimmt  an ,  dass  ausser  der  einen  Entwicklung  f  {3-,  (f)  = 
=  ~  Zn  noch  beliebige  andre,  also  z.  B.  auch  \{9-,  (f)  =  -  JJ „ 


1)  Wundt:  a.  a.  0.    II.     S.  102  ff. 

2)  Lejeune-Dirichlet :    Vorlesungen  etc.,  hrsg.  von  Grube.     S.  91. 
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existierten;  alsdann  würden  wir  dnrch  Subtraction  dieser  beiden 
(xleichungen  eine  Reihe  erhalten,  welche  für  alle  Werte  von 
.'/  resp.  (f  von  0  bis  rr  und  resp.  von  0  bis  2  tt  Null  wäre : 
:^'  (Z„  —  U>,)  =  :^  X,  —  0 ,  wo  X„  Avieder  eine  Kugel- 
function  n  .  Ordnung  sein  niuss.  Wenn  aber  die  Gleichung 
für  alle  Werte  "K  <p  in  den  angegebenen  Grenzen  besteht, 
und  wir  diese  conv  urgente  Reihe  ^  Xj,  mit  irgend  einem 
Factor  X,>,  d  c,  multiplicieren  und  das  Product  von  .'>  =  0 
bis  ^  —  TT  und  von  (/  =  0  bis  ff  =  In  integrieren ,  so 
muss  das  Resultat  ebenfalls  Null  sein,  d.  h. 
0-  ,r  X,  X,„dr.  ^-  ,rX,  ^n>dr>  +  /X,  X.fZfT  +  

Nach  bekanntem  Satze  über  die  Kugelfunctionen  verschwinden 
nun  von  den  Gliedern  der  rechten  Seite  alle  bis  auf  das 
eine  Glied ,  in  welchem  der  Index  m  =  n  ist ;  somit 
reduciert  sich  die  Gleichung  auf  0  =  _  (  (X„)^  d  n  d.  h. 
(X„)'^  =  0  oder  X„  =  0.  Hieraus  folgt  aber,  da  X,  = 
Z„  —  U„  ist,  dass  Z„  und  Un  identisch  sein  müssen ,  also 
nur  eine  Entwicklung  nach  Kugelfunctionen  möglich  ist. 

Auch  Euklid  ')  hat  diesen  zurückführenden  Beweis, 
indem  er  z.  B.  bei  dem  Satze ,  dass  ein  Kreis  einen  andern 
in  nicht  mehr  als  zwei  Puncten  schneidet .  annimmt, 
beide  Kreise  schnitten  sich  in  mehr,  z.  B.  in  drei 
Puncten.  Er  construiert  dann  den  Mittelpunct  des  einen 
Kreises  und  zeigt,  dass  derselbe  auch  Centrum  des 
zweiten  sein  muss,  Avoraus  die  Behauptung  sich  erschliesst. 
Hierher  gehört  endlich  noch  die  ganze  Chisse  von  Beweisen, 
in  denen  dargethan  wird,  dass  eine  grade  Linie  durch  einen 
bestimmten  Punct  (z.  B.  den  Halbierungspunct)  einer  andern 
Graden  hindurchgeht.  Man  schliesst  dann:  Gesetzt  die  Linie 
L  gehe  niclit  durch  den  Punct  P  der  Linie  L',  so  kann  sie 
dnrch  einen  beliebigen  andern  Punct  P'  derselben  gehen.  Hier 
lässt  man  nun  eine  Disjunction  eintreten,  indem  man  die 
Lage  des  postulierten  Punctes  P'  auf  der  einen  orler  andern 


1)  Euklid:  111.  10. 
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Seite  von  P  unterscheidet,  und  weist  dann  jin  je  einem  be- 
liebig aus  der  unbestimmten  Mannigfaltigkeit  herausgegriffe- 
nen Pnncte  die  Unmöglichkeit  nach.  Somit  bleibt  nur  die 
Behauptung  übrig,  die  dann  notwendig  eintreten  niuss,  falls 
beide  Linien  überhaupt  als  sich  schneidend  vorausgesetzt 
sind. 

Der  zurückführende  Beweis  dient  also,  wie  die  Beispiele 
uns  lehren,  zur  Widerlegung  einer  unbestimmten  Menge  von 
Möglichkeiten  und  dadurch  zur  Begründung  des  Behaupteten. 
Er  wird  sich  demnach  überall  da  vorfinden,  wo  der  Sprach- 
gebrauch das  Wort  „nur"  einschaltet.  In  diesem  Falle 
kann  aber  der  Nachweis  der  Richtigkeit  auch  nicht  anders 
als  indirect  geführt  werden,  denn  durch  dies  „nur"  wird 
man  sofort  aufgefordert  nachzusehen ,  ol)  nicht  doch  andre 
Fälle  möglich  sind.  Hier  tritt  also  so  recht  ein  experi- 
menteller Character  des  indirecten  Beweises  klar  hervor. 
Man  greift  irgend  eine  Möglichkeit  heraus,  stellt  den  Ver- 
such an.  ob  sie  den  vorliegenden  Bedingungen  genügt  und 
findet  —  und  hierin  liegt  der  Hauptunterschied  dieser  Form 
von  den  andern  indirecten  ßeweisformen  —  meist  nicht,  dass 
man  auf  einen  Widerspruch  gerät,  sondern  vielmehr  posi- 
tiv, dass  diese  Hypothese  mit  dem  Demonstrandum  identisch 
sein  muss,  falls  der  Satz  gelten  soll.  Diese  positive  Wen- 
dung ist  es  auch,  welche  diesen  conträren  Beweis  vor  allen 
indirecten  auszeichnet,  und  ihr  ist  wohl  hauptsächlich  die 
Correctheit  und  Überzeugungskraft  dieser  Beweisform  zu 
danken. 

Ist  denn  aber  v/irklich  ein  correcter  Schluss  da  vor- 
handen, wo  ich  keine  erschöpfende  Disjunction  anstellen  und 
auch  kein  contradictorisches  Gegenteil  ad  absurdum  führen 
kann?  Denn  grade  auf  der  Vollständigkeit  der  Disjunction 
und  auf  dem  Princip,  dass  zwischen  den  contradictorischen 
Gegenteilen  kein  Drittes  existieren  kann,  beruhte  ja  die  dis- 
junctive  und  resp.  die  contradictorische  Beweisform.  Von 
beiden  ist  jedoch  hier  nicht  die  Rede,  denn  die  Zerlegung 
in  die  einzelnen  Fälle  kann  hier  gar  nicht  erschöpfend  sein, 
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da  dieselben  ja  eine  ganz  iinbestirambare  Menge  bilden,  und  der 
Satz  vom  ausgeschlossenen  Dritten  ist  auf  conträre  Gegen- 
sätze nimmermehr  anwondl)ar.  Dennoch  ist  die  obige  Frage, 
wenn  wir  uns  auf  das  Gebiet  der  Mathematik  beschränken, 
unbedingt  zu  bejahen.  Die  zurückführende  BeAveisform  tritt 
nämlich ,  wie  sie  einerseits  der  disjunctiven  verwandt  ist, 
anderseits  in  Correspondenz  mit  den  Beweisen  durch  Bei- 
spiele (S.  10).  Hier  wie  dort  wird  an  einem  bestimmten 
Falle  die  Giltigkeit  des  Satzes  gezeigt,  woraus  dann  aus  der 
Constanz  der  mathematischen  Gesetze  ')  auf  die  Allgemein- 
giltigkeit  geschlossen  wird.  Denn  die  mathematischen  Begriffe 
und  Urteile  sind  völlig  allgemeingiltig,  und  jeder  mathematische 
Satz  ist  von  strenger  Allgemeinheit.  '^)  Was  hier  von  einem  Ty- 
pus einer  ganzen  Classe  gilt,  muss  notwendig  auch  von  allen 
einzelnen  Individuen  derselben  Giltigkeit  haben. 

Hierin  liegt  aber  auch  der  Grund  davon ,  dass  in  den- 
jenigen Wissenschaften,  in  denen  man  noch  nicht  zu  einer 
solchen  Allgemeingiltigkeit  der  Begriffe  und  Urteile  gelangt 
ist,  diese  Form  des  indirecten  Beweisverfahrens  kaum  auf- 
gefunden werden  kann  oder,  wo  sie  angewendet,  nicht 
endgiltig  beweisend  ist.  Ein  metaphysisches  Beispiel  liefert 
uns  der  Nachweis  des  Satzes,  ^)  dass  es  ausser  Gott  keine 
Substanz  geben  kann,  der  davon  ausgeht,  dass  ausser  Gott 
noch  andre  Substanzen  denkbar  sind  und  hierdurch  auf 
einen  Widerspruch  zu  dem  Theorem,  dass  es  in  der  Natur 
nicht  zwei  oder  mehr  Substanzen  von  dersel))en  Natur  oder 
von  demselben  Attribute  geben  kann,  gelangt.  Letzterer 
Lehrsatz,  von  dem  übrigens  der  obige  nur  ein  Corollarsatz 
ist,  wird  auf  ähnliche  Art  bewiesen. 

Eine  weitere  Einteilung  des  conträren  Gegensatzes  und 
somit  auch  der  conträren  Form  des  indirecten  Beweises 
scheint    mir    nicht    möglich.     Denn    z.    B.    die    Einteilung '') 


1)  Wundt:  a.  a.  0.     S.  114. 

2)  Dühring :  natürliche  Dialectik.     S.  56. 
8)  Spinoza:  Ethik  I.     Lehrsatz  14. 

4)  Knanr:  a.  a.  0.     S.  104. 
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in  mittelbar  und  unmittelbar  conträr,  je  nachdem  ein  oder 
mehrere  Mittelbegriffe  zwischen  den  beiden  betrachteten  Be- 
griffen vorhanden  sind  oder  nicht,  scheint  auch  mir  von 
geringem  Werte,  da  man  ja  bei  manchen  Contrariis  zweifel- 
haft sein  Avird,  ob  man  sie  als  mittelbare  oder  unmittelbare 
gelten  lassen  köime,  besonders  aber  auch  darum,  weil  bei 
vielen  conträr  entgegengesetzten  Begriffen  von  einem  Mittel- 
gliede  überhaupt  nicht  die  Rede  ist.  Demnach  dürfte  sich 
der  conträre  Beweis  nur  in  die  beiden,  oben  getrennt  be- 
trachteten ,  Unterformen ,  die  allgemeine  conträre  und  die 
specielle  oder,  um  ihre  Schlussweise  genau  zu  bezeichnen, 
die  zurückführende  Form  zerlegen  lassen. 

Aus  den  beigebrachten  Beispielen  erhellt,  dass  die 
conträre  Beweisform  zunächst  überall  da  am  Platze  und 
sogar  die  einzig  mögliche  und  darum  notwendige  Beweis- 
form ist,  wo  es  sich  darum  handelt,  eine  Möglichkeit  als 
einzig  zutreffend  klarzulegen.  Dass  diese  zurückführenden 
Beweise  völlig  zwingend  und  klar  sind,  geht  aus  der  Dar- 
stellung hervor.  Dagegen  fanden  wir  zur  Erhärtung  von 
Principien  auch  diese  Form  in  einer  Weise  angewendet,  die 
den  Namen  eines  Beweises  nicht  verdient.  Die  allgemeine 
Art  der  conträren  Beweise,  zu  denen  der  Mangel  eines 
exacten  directen  geführt  hat,  gab  bei  ihrer  Anwendung  in 
der  Mathematik  zu  Ausstellungen  keinerlei  Veranlassung, 
während  sie  in  andern  Wissenschaften  wegen  der  Unbe- 
stimmtheit ihrer  Begriffe  nicht  brauchbar  ist.  Als  be- 
merkenswert muss  hier  hervorgehoben  werden ,  dass  die 
letzteren,  wie  auch  die  disjunctiven  Beweise  affirmative  Urteile 
zu  beo-ründen  haben,  während  die  zurückführenden  die 
Wahrheit  negativer  Sätze  darlegen.  Denn  überall  da,  wo 
der  Satz  ein  ,,nur"  oder  „nicht  anders  als"  enthält,  haben 
wir  mit  Fug  und  Recht  diese  Form  anzuwenden.  Sie  wirkt 
auch  ebenso  überzeugend,  wie  der  directe  Beweis,  da  sie 
eine  positive  Wendung  nimmt ,  während  die  andre  Form 
nicht  völlig  befriedigt,  da  sie  den  Grund  der  Richtigkeit  der 
Behauptung  nicht  blosslegt. 
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Schluss: 

Z  u  s  a  m  m  e  n  s  t  e  1 1  n  n  g  der  Resultate. 

Stellen  wir  zum  Schluss  zusammen,  was  sich  über  den 
wissenschaftlichen  Wert  des  indirecten  Beweises  ergeben 
hat,  so  dürften  zunächst  die  Mängel  desselben  in  folgende 
Gruppen  gebracht  werden  können : 

1.  Der  indirecte  Beweis  hinterlässt  dem  Beschauer 
meist  ein  unbefriedigtes  Gefühl,  da  er  nicht  angiebt.  wie 
die  Behauptung  aus  der  Voraussetzung  entsteht ,  sondern 
nur,  dass  und  warum  alle  andern  Annahmen  nicht  möglich 
sind.  Dieser  Mangel  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  naturgemäss 
bei  allen  denjenigen  indirecten  Beweisen  zur  Erscheinung 
gekommen,  die  einen  aftirnuitiven  Satz  darzulegen  hatten, 
also  bei  der  disjunctiven  und  der  allgemeinen  conträren 
Form. 

2.  Der  indirecte  Beweis  verleitet  oft  zu  Fehlschlüssen 
und  zwar, 

a)  weil  öfter  die  angestellte  Disjunction  keine  voll- 
ständige ist,    während    sie  als  solche  behandelt  wird, 

b)  weil  häufig  das  Gegenteil  der  Behauptung  als  contra- 
dictorisch  angenommen  wird,  während  ein  conträres 
odej-  eine  Disjunction  vorliegt, 

c)  weil  die  Unbegreiflichkeit  des  contradictorischeu 
Gegenteils  oft  als  Unmöglichkeit  desselben  ange- 
nommen wird. 

Dieser  Mangel  wird  indessen  durch  aufmerksames  Ein- 
«■eben  auf  das  betreffende  Urteil  und  die  vorliegenden  Be- 
griffe  leicht  vermieden  werden  können  und  wird  überhaupt 
bei  scharf  begrifflich  ausgeprägten  Wissenschaften,  wie  z.  B. 
bei  der  Mathematik,  kaum  anzutreffen  sein. 

3.  Der  indirecte  Beweis  ist  oft  kein  eigentlicher  Beweis, 
sondern  nur  eine  Demonstratio  ad  oculos. 

Besonders  trifft  dies  bei  der  Begründung  von  Principien  zu. 
Hierzu  kommt  noch  speciell, 
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4.  dass  der  contradictorische  Beweis  nur  für  negative, 
also  unbedeutendere  Sätze,  die  im  wesentlichen  schon  in 
andern  enthalten  sind,  verwendbar  ist. 

Diesen  Mängeln  steht  jedoch  gegenüber : 

1.  Eine  grosse  Anzahl  von  Lehrsätzen  kann  bisher 
nur  auf  indirectem  Wege  erwiesen  werden,  daher  ist  der 
indirecte  Beweis  notwendig. 

2.  Der  indirecte  Beweis  hat  den  Vorzug  der  zwingenden 
Notwendigkeit  vor  dem  directen,  ist  deshalb  zulässig. 

,3.  Der  Mangel  des  indirecten  Beweises,  dass  er  vielfach 
nur  die  Behauptung  veranschaulicht,  nicht  eigentlich  beweist 
und  ferner  dass  er  nicht  erkennen  lässt ,  wie  der  Satz 
zustande  kommt,  ist  vielen  directen  Beweisen  ebenfalls  eigen. 
Somit  ist  der  indirecte  auch  nicht  schlechter  als  viele  directe 
Beweise. 

4.  Negative  Sätze  müssen  ihrer  Natur  nach  indirect 
bewiesen  werden,  da  aus  der  reinen  Verneinung  sich  nichts 
schliessen  lässt. 

Wir  gelangen  somit  zu  dem  Ergebnis,  dass  ein  directer 
und  zwar  genetischer  Beweis,  der  einen  Einblick  in  die 
Quelle  der  Erkenntnis  gewährt,  bei  affirmativen  Sätzen 
überall  anzustreben  ist.  dass  aber  von  grossem  Nutzen  der 
Hinzutritt  eines  indirecten  BcAveises  ist.  da  dieser  dadurch, 
dass  er  das  gesamte  benachbarte  Gebiet  durchsucht,  die 
Evidenz  des  Satzes  erhöht.  Die  Bedeutung  des  indirecten 
Beweises  in  der  disjunctiven  und  conträren  Form  ist  daher 
immerhin  eine  grosse  für  positive  Sätze,  die  der  contradic- 
torischen  Form  dagegen  eine  geringe,  da  sie  nur  bei  negativen 
Sätzen  Verwendung  jfindet.  Den  Principien  nahe  stehende 
Theoreme  zu  beweisen ,  ist  auch  dem  indirecten  Beweise 
unmöglich,  nur  eine  Verdeutlichung  derselben  vermag  er 
zu  liefern. 

•  Schliesslich  hat  der  indirecte  Beweis  noch  einen  fernem 
Wert  darin,  dass  er  eine  abgekürzte  Darstellung  ermöglicht. 
Wir  finden  z.  B.  den  Satz:  „Eine  monodrome  und  monogene 
einfach    periodische  Function    wird    in    dem  Intervalle   jeder 
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Periode  wenigstens  einmal  nnendJicb"  ')  mit  den  Worten  be- 
gründet: „da  sie  sonst  in  der  ganzen  Ebene  kein  Unendlich 
besitzen  könnte."  Hier  liegt  die  Absicht  vor,  mit  Hilfe 
dieses  Satzes  andre  zu  beweisen  und  doch  soll  derselbe  nicht 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Daher  wird  an  Stelle 
eines  Beweises  angegeben,  zu  welchem  Widerspruche  die 
Annahme  des  Gegenteils  führen  würde.  Dass  grade  hierzu 
der  apagogische  Beweis  geeignet  ist,  erscheint  mir  zweifellos. 
Denn  würde  direct  angegeben  sein,  worauf  der  Satz  basierte, 
so  wäre  die  Reconstruction  des  völligen  Beweises  bedeutend 
schwieriger.  Dasselbe  lehrt  uns  auch  die  folgende  Bemer- 
kung'^) :  Es  müssen  sich  die  elementaren  Functionen  entweder 
in  der  Form  von  Summen  oder  in  der  Form  von  Factoren 
darstellen  lassen.  Die  Anzahl  solcher  Sunnnanden  oder 
solcher  Factoren  wird  freilich  unendlich  gross  werden,  denn 
sonst  liesse  sich  jede  Function  auf  die  Form  einer  rationalen 
alg-ebraischen  bring-en. 


1)  Briot   und  Bouquet.    doppelt  periodisclie  Functionen,    heran> 
geg'eben  von  Fischer. 

2)  Harnack:  Elemente  etc.     S.  69. 


V  i  t  a. 

Ich,  Karl  August  Fürchtegott  Kuabe .  evaugelischer 
Confession,  geboren  am  25.  Juni  1S")()  zu  Bündorf  bei 
Merseburg,  wo  meine  Eltern  noch  jetzt  leben,  besuchte 
von  Ostern  186G  bis  Michaelis  1875  das  Königliche  Gym- 
nasium zu  Eisleben,  um  mich,  mit  dem  Zeugnis  der  Reife 
versehen,  an  der  Univei'sität  Leij^zig  immatriculieren  zu 
lassen.  Nachdem  ich  mich  von  längerem  Unwohlsein  erholt 
und  vom  1.  April  187G  bis  dahin  1877  meiner  activen 
Militärpflicht  genügt  hatte,  studierte  ich  Mathematik  und 
Physik.  Am  1.  Februar  1880  übernahm  ich  eine  Lehrer- 
stelle an  einem  Privatinstitute  Leipzig's.  welche  ich  am 
1.  October  1881  aufgab,  um  das  Examen  pro  facultate  do- 
cendi  abzulegen.  Unterdessen  hatte  ich  mich  vorwiegend 
philosophischen  Studien  ergeben.  Während  meiner  Studien- 
zeit habe  ich  Vorlesungen  gehört  bei  den  Herren  Professoren 
Bruhns.  Drobisch,  Hankel,  Heinze.  Hermann.  Hofmann, 
Klein,  Kolbe,  Mayer,  von  der  Mühll.  Neumann.  Scheibuer, 
Wenck,  E.  Wiedemann.  Wundt,  während  ich  an  Übungen 
resjD.  Seminarien  der  Herren  Professoren  Hankel,  Hofmann, 
von  der  Mühll,  Neumann.  Scheibner.  Wundt  teilgenommen 
habe.  Allen  meinen  verehrten  Lehrern,  insbesondere  den 
Herren  Professoren  Neumann  und  Wundt,  fühle  ich  mich 
zu  tiefstem  Danke  verpflichtet. 

Seit  dem  Sommersemester  1883  wirke  ich  als  Lehrer 
in  Cassel. 
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